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De beoefening der Wiskunde leidt tot stel- 
selmatig denken. Zij gewent aan kortheid 
van uitdrukking, aan bondige redeneering. 
Zij scherpt het oordeel en beoogt bij een 
minimum van omvang een maximum van 
inhoud. 





In het Tijdschrift „DE VRIEND DER WISKUNDE” 
stellen wij ons voor de belangrijkste onderdeelen der lagere 
wiskunde te behandelen, nu eens door eene meer witvoerige 
beschouwing van eenig hoofdstuk uit de Theorie te leveren, 
dan door eene reeks van Vraagstukken te geven, ten einde 
duidelijk te doen worden, wat bij de studie moeilijkheid 
opleverde. Hierbij zullen wij ons er vooral op toeleggen 
om. de studie voor het examen te vergemakkelijken. — Ver- 
der zullen wij de schriftelijke opgaven van verschillende 
examens onder de aandacht onzer lezers brengen, uit andere 
zelf eene keuze doen, en den inteekenaars in de gelegenheid 
stellen de oplossing te vragen van vraagstukken ‚ waarmede 


zij moeite hebben. 
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LOGARITHMEN. 
1. Als men de formules, welke bij de rekenkundige en  / 
meetkundige reeksen voorkomen, onderling vergelijkt, zal 
_men opmerken, dat elke bewerking in de formules der reken- 
kundige reeksen in de overeenkomstige formules der meetkun- 
dige reeksen vervangen is door de bewerking der zelfde soort 
doeh van hoogere orde. Zoo is de optelling vervangen door 
‚de vermenigvuldiging, de aftrekking door de deeling, de 
vermenigvuldiging door de machtsverheffing en de deeling 
door de worteltrekking. 





’ Rekenkundige Reeks. Meetkundige Reeks, 
a,ad-v,ad-2o,..…. dkar. ant Saal. 
BEN CI ate. Dee Bear Aken 3) 
Ll —a tl l 
OS gene: (3) nk (4) 


Vergelijken we in deze reeksen de formules voor den laat- 
sten term, dan zien we, dat in beide de eerste term a voor- 
_ komt. In (f) is (n—!) coëöfficient van v, en in (2) is (n—l) 
exponent van 7. In (fl) wordt het product (n—l)v bij a op- 

geteld en in (2) wordt de (n—l)e macht ven 7 met a ver- 
menigvuldigd. In deze twee formules is dus eene optelling 
in (Ì) vervangen door eene vermenigvuldiging in (2), terwijl 
__ de vermenigvuldiging in (1) vervangen is door eene machts- 
verheffing in (2). 

In de formules (3) voor het verschil (v) en (4) voor de 
reden (r) komen U, a en (n—{) voor. De aftrekking (!—a) 


3 in (3) is in (4) vervangen door de deeling et terwijl de deeler 
(n—1) in (3) wortelexponent geworden is in (4), 

Deze toenadering in de bewerkingen heeft tot het denk- 
beeld der logarithmen geleid. 


2. Vergelijkt men nu eene meetkundige reeks, waarvan 
de eenheid de eerste term is, met eene rekenkundige reeks, 
waarvan de eerste term nul is, dan worden de opeenvolgende 
termen der rekenkundige reeks de logarithmen der opeen- 
volgende termen der meetkundige reeks genoemd, 
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2 
Nemen we de meetkundige reeks 


) 
1 (== m?), m1, m2, m3, mi, Mm 


en de rekenkundige reeks 
ON Gm OE A VRA BPN PE ID ele OLEN 


dan is 0 de logarithme van 1, 
fn » n AN 

2r , » wien 

n 

NYE 5 „Mm. 


Ook zien we: 

1°. Dat de meetkundige reeks al de machten der reden bevat; 

20. Dat de rekenkundige reeks al de weelwouden van het 
verschil bevat ; 

3%. Dat het getal, dat dient tot exponent bij een wille- 
keurigen term der meetkundige reeks, dient tot coëfficient bij 
den overeenkomstigen term der rekenkundige reeks. 

De twee bij elkaar behoorende reeksen maken een logarithmen- 
stelsel uit; zij zijn slechts aan de enkele voorwaarde verbon- 
den, dat de eerste moet beginnen met 1 en de tweede met 0. 

Men kan dus door de reden m en het verschil r te ver- 
anderen, een zoo groot aantal logarithmenstelsels maken 
als men wil. 

De logarithme van een getal afzonderlijk beschouwd is ge- 
heel willekeurig. Als men vraagt: wat is de logarithme van 
10? heeft deze vraag: geen beteekenis, zoolang als men niet 

de reeksen gekozen heeft, welke het logarithmenstelsel be- 
palen, waarvan men wil spreken. 

Volgens de boven gegeven bepaling schijnt het, als men de 
twee reeksen gekozen heeft, welke een logarithmenstelsel vor- 
men, dat de getallen, welke niet tot de termen der meet- 
kundige reeks behooren, geen logarithmen hebben. Wij zul- 
len echter door deze bepaling uit te breiden zien, dat elk 
getal, grooter dan de eenheid, eene logarithme heeft. 


3. HEreenscrap. Men kan tusschen elke twee opeenvolgende 
termen eener meetkundige reeks een zoodanig groot aantal 
termen inlasschen, dat het verschil, dat tusschen twee op 
elkaar volgende termen bestaat, zoo klein worde, als men 
gal wenschen. 


IA nJ-1 
Zij PEEN EKD 


de gegeven meetkundige reeks. 
Lascht men nu m — 1 termen tusschen twee willekeurige op 


elkaar volgende termen q* en OA in, dan zal de reden 
van de aldus gevormde nieuwe meetkundige reeks gelijk zijn aan 


nJ-1 


” 
q 
terwijl twee op elkaar volgende termen, waarvan het orde- 


getal 41 en k4-2 is, in deze reeks zullen worden voor- 
gesteld door q eo en q° wrr. 

Het is nu voldoende te bewijzen, dat, als xe groot genoeg 
is, het verschil 


mi 





=g, 


Pep wok 


tot nul zal naderen. 
Men heeft : 
k-1 EE nk 
Peo en =D Wa. 
De factor En” heeft eene bepaalde waarde en is kleiner dan 


q, dewijl m grooter is dan ken q grooter dan 1; q heeft 
ook eene bepaalde waarde, dus als de factor (£”q — 1) tot nul 
nadert, zal dit ook zoo zijn met het product. Om te bewijzen, 
dat Zg — 1 tot nul nadert, moet men doen zien, dat hoe 
klein eene grootheid a ook zij, er waarden van m zijn, die 
de ongelijkheid 


Vgqg—-lga 
waaruit Zg Cad 1 
en q) ( (a + 1)’ waar maken. 


Dit heeft zeker plaats, dewijl de machten van een getal 
grooter dan 1 tegelijkertijd met hare exponenten toenemen, 


4, Als een getal A geen term is der meetkundige reeks, 
zal het liggen tusschen twee opeenvolgende termen dezer reeks, 
die van elkander zullen verschillen, en bijgevolg van het getal 
A. eene hoeveelheid zoo klein, als men zaì wenschen. Men zal 


4 de 
nu naar verkiezing de logarithmen van een van beide kunnen 
nemen voor de logarithme van het getal A. 
Elk getal grooter dan 1 heeft dus eene logarithme. Uit de 


volgende eigenschap zal ons blijken, dat in een gegeven 
logarithmenstelsel een getal slechts eene logarithme heeft. 


5. HEreenscnap. Als men in eene meetkundige reeks door 
m—l of m —l termen in te lasschen tot een zelfde getal 
geraakt, zal men voor dit getal in beide gevallen dezelfde 
logarithme vinden. 

nn _nJ-l 
Als 1, 9, 9°, 95... q 5 9 EI 
0, r, 27, Sr, nr) (nn J= Ir 
de twee reeksen zijn, waar we tusschen elke twee termen 
(m— 1) termen inlasschen, dan zullen de termen met het 
ordegetal (k +1) in de aldus verkregen reeksen respectievelijk 


k # . 
(Pq)” en me zijn. 


Als men op dezelfde wijze m’ — 1 termen inlascht, zullen 
de termen , waarvan het ordegetal k'—1 is, 


m k' Kn Á EN 
( v dn) en k _ zijn. 
Men moet nu bewijzen, dat, als men heeft 
ke EN ei. kk’ 5 
(Pq) nne Er ° e ° . . . (1) 
men ook heeft 


ee k .k' of Kn 
m m 





Da 
Verheft men de gelijkheid (1) tot de mm'-de macht, dan 
verkrijgt men 


km’ =gi | 
hetgeen in zich sluit, dat 
km =km of ne Es Mik 
m 
Dus heeft in een gegeven stelsel elk getal grooter dan 1 
eene logarithme en slechts eene enkele. 


6. Als men de reeksen 
1, 9, 9°,9° 
en ORP Sr DN, re oe 
zoowel naar den rechter als naar den linkerkant der termen 1 
en O voortzet, heeft men: 
1 1 1 k 


n 
Bev q5 7 ante ede 
adh ‚—3r,—?2r,—r,0,r, 2r,‚3r, ar 


Men ziet, dat de termen der meetkundige reeks afnemen 
en tot nul naderen. Men kan bewijzen, dat deze termen op 
eene onmerkbare wijze afnemen en dat twee willekeurige op 
elkaar volgende termen zoo weinig van elkaar kunnen ver- 
schillen, als men wil. Als nu een getal kleiner dan 1 geen 
term der reeks is, zal het altijd begrepen zijn tusschen twee 
op elkaar volgende termen dezer reeks. Men besluit er uit, 
dat elk getal kleiner dan 1 eene logarithme heeft, en dat deze 
logarithme negatief is. De termen naar den linkerkant van 
de meetkundige reeks worden hoe langer hoe kleiner en naderen 
tot nul, terwijl die der rekenkundige reeks vermeerderen in 
volstrekte waarde en naderen tot — co, waaruit men besluit, 
dat nul — @ tot logarithme heeft. 


7 De meetkundige reeks heeft geen negatieve termen. 
Er volgt uit, dat de negatieve getallen geen logarithmen 
hebben. 


8. Uit het vorenstaande blijkt, dat de logarithme van 1 
altijd 0 is. 

Ook is duidelijk, dat, als een getal grooter wordt , zijne 
logarithme ook grooter wordt. 

Men duidt de logarithme van een getal aan door de letters 
log links van het getal te plaatsen. Zoo stelt log a de loga- 
rithme van het getal a voor. 


Grondeigenschappen der logarithmen. 


9. Ereenscuar TI. De logarithme van een pvoduct is gelijk 
aan de som der logarithmen der factoren van dit product. 


Nemen we de reeksen 
VEN Ih RDR ER 
en Oner 2, Br, ANDES ee CAMS ATO SANEEVEN 

Beschouwen we in de meetkundige reeks twee willekeurige 
termen q? en q*, waarvan de logarithmen respectievelijk 27 
en 5r zijn. 

Het product van q? en q° is q’ en komt voor in de meet- 
kundige reeks, dewijl zij alle machten der reden bevat. 

De som der twee logarithmen is 2r J- 5r —= 7 en komt ook 
in de rekenkundige reeks voor, dewijl zij alle veelvouden van 
het verschil bevat. 

Omdat de twee reeksen een logarithmenstelsel vormen, zal 
het ordegetal van den term q hetzelfde zijn als dat van den 
term 77, zoodat 7r de logarithme van q” zal zijn. 

Evenzoo zal de logarithme van het gedurig product 


14-24-47 
AG ne ef) EI ei ais gt 
gelijk zijn aan r + 2r J-4r J1r == lár. 
Nemen we in het algemeen Duss q°, qË als termen der meet- 


kundige reeks, dan zijn de termen der rekenkundige reeks mr, 
nr, pr respectievelijk hunne logarithmen. 


Nu is het product q ens qe en een term der 
meetkundige reeks, terwijl de som mr + nr + pr = (m + n + p)r 
als term in de rekenkundige reeks voorkomt, zoodat de term 


ARMAS in de meetkundige reeks hetzelfde ordegetal zal heb- 
ben, als de term (m 4-7 +-p)r in de rekenkundige reeks. 


Dus zal (m 4,n +p)r de logarithme zijn van gern 


d. í. log qe 0 qî = log de + log q + log gE. 

Als de getallen a, b, ec, d,... geen termen zijn der meet- 
kundige reeks, zal men elk hunner kunnen vervangen door 
een der twee op elkaar volgende termen, waar ze elk tusschen 
liggen (zie 4) en hunne logarithmen zullen dan worden uitge- 
drukt door de er bij behoorende termen in de rekenkundige reeks. 

Zoo zal log (abcd) == log a (bed) = log a + log (bed) 

log (bed) == log b (ed) = log b + log (cd) 
log (ed) = log c + log d 
dus le (abed) = log a + log b + loge + log d zijn. 
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Deze eigenschap is uitermate belangrijk. 

Wanneer toch van al de getallen de logarithmen bekend 
waren, zou men door toepassing dezer eigenschap alle ver- 
menigvuldigingen in optellingen kunnen veranderen. 


10, Erernscuap II. De logarithme van een quotient is 
gelijk aan de logarithme van het deeltal verminderd met de 
logarithme van den deeler. 

Zij D het deeltal, d de deeler en q het quotient, dan is 

D == dg en log D = log dq =log d J-logg, 
bijgevolg log q = log D — log d. 


11. Ereenscrar III De logarithme van eene macht van 
een getal is gelijk aan de logarithme van dat getal vermenig- 
vuldigd met den exponent der macht. 


Men heeft bd @ 045 05 
dus log a? =log(a.a.a.a) =loga log a + log a + log a 
— 4 log a 


en in het algemeen: log af —=plog a. 


12. Ereenscuap IV. De logarithme van den wortel uit een 
getal is gelijk aan de logarithme van dat getal, gedeeld door 
den exponent van den wortel. 

Zij va==p, dan is a=p? en loga=2logp, dus 


5 log a = log p =log va 
en in het algemeen log a = D log a, sie 


want (za) =a;, dus „log a=loga, 


derh. log Pa = , log a. 


13. Uit de bepaling der logarithmen volgt, dat het aantal 
Jogarithmenstelsels oneindig groot is, en dat in elk dezer 
stelsels de logarithme van 1 gelĳĳk O is. Het getal, dat in 
een stelsel 1 tot logarithme heeft, wordt de basis of het grond- 
tal van het logarithmenstelsel genoemd. 

In de praktijk maakt men gebruik van de logarithmen, welke 


8 ' 


het getal 10 tot basis hebben. Zij worden gewone logarithmen 
genoemd. Ook worden zij naar Henry Brraas (1556—1630) 
die de eerste logarithmentafels voor de basis 10 berekende, 
Briggsche logarithmen genoemd. 


Gewone logarithmen. 


14. De gewone logarithmen worden bepaald door de twee 


reeksen 
1 


soer Ti b 10, 102, (Os 4405 TOER 
edel Ost ds ON en RDE ee 
Zij zijn de eenige, waarvan men in de praktijk gebruik 
maakt. 
In dit stelsel is 1 de logarithme van 10, 2 die van 100, 


3 die van 1000, en in het algemeen » die van 10%, 
Van alle getallen > len { 10 isdelogarithme ) O en { 1, 
pst ben n ) 10en{ 100, , » ) len 2, 
nn 5 >» 100 en { 1000 „ „ 5 >» Zen { 3, 
Av Ù > 107 en { 10° TE is ao „ > nen ntl. 

Er volgt uit, dat de logarithme van een getal grooter dan 
10 bestaat uit een geheel gedeelte, dat wijzer of karakteristiek 
wordt genoemd en een tiendeelig (decimaal) gedeelte , dat den 
naam van mantisse draagt. 

We zien, dat de wijzer zooveel eenheden bevat, als het 
aantal cijfers der geheelen van dat getal min 1 bedraagt. De 
wijzer der logarithme van een getal is dus 0, 1, 2, 3,.... al 
naar dat het geheele deel van dit getal 1, 2, 8, 4,.... cijfers 
bevat. | 


15. EicenscHaAp. Als men een getal met eene macht van , 
10 vermenigvuldigt of er door deelt, hee t de logarithme van 
het komende getal dezelfde mantisse, als de logarithme van 
het oorspronkelijke getal, doch verschilt alleen in den wijzer. 


Men heeft: log (a. 107) —=log a + log 10P —=log a + p 
en log Be: = log a — log 10P —=log a — p 
107 


Zoo is log 129,58 = 2,8630134 
log 7295,8 = 3,8630134 
en log 12,958 == 1,8630134. 


16. Uit de reeksen in (14) 
1 1 1 1 


Os? KO 103’ 102’ es 1 10, 102, 103, 105, LO vere 


.—5, ‚38, —2,—1, 0,1, 2, 3, 4, Ree 
blijkt, aat 

+1 de log. is van 10 , en dat —1 die is van 0,1 

res nnn 10%, en ” —2 „ n „0,01 


de ERE LOI EN ni 3 Endt nan dr OEL 


en zoo eeens ene. 


Evenzoo is 
1 
log 3 = 0,4771213 en log ed 0,4771213 
1 
Es en == T 5 
log 245,7 == 23904052 en log 245,1 2,3904052 


Als men dus het teeken der logarithme van een getal ver- 
andert, verkrijgt men de logarithme van het omgekeerde van 
dat getal. 

Eene negatieve logarithme kan dus beschouwd worden als 
de logarithme van eene breuk, welke 1 tot teller heeft, en 
tot noemer het getal, dat dezelfde logarithme, maar positief 
genomen , heeft. 

Ook blijkt uit de reeksen in (14), dat 
van alle getallen ) 0,1 en  1delog. { Oen ) — lis 

gin Bet 0E he OE < — len) —2is, 

sn on DOE en {OD de log.{—n en) —(nt1) 

17. Als men in de berekeningen negatieve logarithmen 
invoerde, zou dit bijna altijd omslachtig zijn. Daarom maakt 
men het decimale gedeelte der logarithme positief en laat de 


wijzer alleen negatief. Dit duidt men dan aan door hetteeken _ 
— boven den wijzer te plaatsen. 
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Zij bijv. — 23904052 de negatieve logarithme. Hiervoor 
kan men schrijven door er 1 bij op te tellen en van af te 
trekken 

— 2,5228787 —= — 3 J- (1 — 0,5228787) 
== 3 0,4771213 — 3,4771213. 

Evenzoo kan men voor de negatieve logarithme — 0,4771213 - 

schrijven 
— 0,4771213 = — 1 + (1 — 0,4771213) 
== — 14 0,5228787 — 1,5228787 

Men heeft dus den volgenden regel: 

Om eene negatieve logarithme te veranderen in eene andere, 
welke alleen den wijzer negatief heeft, trekt men het decimale 
gedeelte van 1 af en telt —1 bij den wijzer op. Het teeken 
min, dat alleen op den wijzer betrekking heeft, wordt dan 
boven den wijzer geplaatst. 


18, Er volgt uit, in verband met hetgeen in (16) is ver- 
meld, dat de logarithme van een getal kleiner dan 1 een 
negatieve wijzer heeft, waarvan de volstrekte waarde den rang 
aanwijst, welke de eenheden van den hoogsten rang innemen. 


19. Bij het maken der logarithmentafels heeft men de 
logarithmen der getallen kleiner dan 1 niet berekend, noch 
die der breuken, omdat men deze logarithmen op een indi- 
recte manier bekomen kan. 

Als men bijv.-de logarithme van 0,7561 moet hebben , ver- 
menigvuldigt men dit getal eerst met 10000 en deelt het daarna 

7361 


ook door 10000, zoodat men heeft 10006: Men heeft nu 
7361 
log 0,7361 == log 10000 = log 7361 — log 10000 


log 7361 — 3,8669368 
log 10000 — 4,0000000 


dus log 0,7361 — 1,8669368. 
Co-logarithmen. 


20. De logarithme van het omgekeerde van een getal noemt 
men de co-logarithme van dat getal, 
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Regel. Om de co-logarithme van een getal te bekomen 
trekt men de logarithme van dit getal van nul af, wat op 
hetzelfde neerkomt door +-1 bij den wijzer op te tellen, hem 
van teeken te veranderen, en vervolgens het arithmetisch com- 
plement van het decimale gedeelte tot 1 te nemen. 

Dit complement tot 1 verkrijgt men door elk der cúfers 
van het decimale gedeelte van 9 af te trekken , witgezonderd 
het eerste cijfer aan de rechterhand, dat van 10 wordt af- 
getrokken. 


Voorbeelden : zi 
log 6 = 0,7781513 ; co-log 6 — 1,2218487 
log 397 — 2,5987905 ; co-log 397 — 3,4012095 


log 0,003 — 3,4771218; co-log 0,003 — 2,5228787. 
Anti-logarithmen. 


21. In eene gewone logarithmentafel zijn de getallen in 
hare natuurlijke volgorde onder elkander geplaatst in de eerste 
kolom, terwijl in eene tweede kolom naast elk getal zijne 
logarithme voorkomt. 

De getallen klimmen daarin tot 1 op. 

Als nu in eene tafel de logarithmen met een gelijk verschil, 
bijv. 0,001 of 0,0001 of 0,00001, opklimmen en deze loga- 
rithmen onder elkaar geplaatst zijn in de eerste kolom, en in 
de tweede kolom de getallen, welke bij die logarithmen be- 
hooren, dan zijn de getallen in de tweede kolom de anti 
logarithmen van die in de eerste kolom, zoodat de anti- 
logarithme van een getal het getal is, dat het eerste getal 
tot logarithme heeft. 


22, Volgens (2) zijn de twee bij elkaar behoorende reeksen, 
welke samen een logarithmenstelsel uitmaken, slechts door 
deze enkele voorwaarde aan elkaar verbonden, dat de eerste 
term der meetkundige reeks 1 en die der rekenkundige reeks 
O moet zijn. Het aantal logarithmenstels is daardoor onbe- 
paald groot. Onderling zijn zij echter door eene eenvoudige 
wet aan elkaar verbonden, welke uit de volgende eigenschap 
voortvloeit. 
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23. De verhouding der logarithmen van twee getallen is 
in al de logarithmenstelsels constant. 

Als A en B twee willekeurige getallen zijn, waarvan de 
logarithmen in zeker stelsel zich verhouden als m : », dan heeft 


men ; log A: log B= am: n 

of n.log A=m.log B 
of log Af —=log B" 

waaruit volgt dat AB" 


Maar welk logarithmenstelsel men ook heeft, uit deze laatste 

gelijkheid volgt, dat 

log A/ =log B" 
en bijgevolg n.log A =m.logB 
of log A :log B=m: 0 

De verhouding tusschen de twee logarithmen is dus in een 
willekeurig stelsel dezelfde, als in het oorspronkelijk stelsel, 
m.a. w. zij is constant. 

In dit bewijs is ondersteld, dat de verhouding der twee 
beschouwde logarithmen meetbaar is, Als dit niet zoo was, 
zou men twee andere kunnen beschouwen, welke zoo weinig 
van de eerste kunnen verschillen, als men wil, en die aan 
deze voorwaarde zouden beantwoorden, als deze eigenschap 
er op toegepast wordt, welke der twee er nader bijkomende 
logarithmen ook zijn, we nemen als duidelijk aan, dat zij 
ook op deze toepasselijk is. | 


24. Als A en B twee willekeurige getallen aanduiden en 
als men hunne logarithmen in twee verschillende stelsels door 
log A, log B en log A,, log B, voorstelt, heeft men volgens 
de genoemde eigenschap DEE =i 
log A, _ log B, 
log A _ log B’ 
bijgevolg zou men om log A, en log B, te verkrijgen log A 
en log B met een zelfde getal moeten vermenigvuldigen, d.i, 
om de logarithmen van verschillende getallen in een willekeu- 
rig stelsel te bekomen , moet men de logarithmen, welke in een 
ander stelsel genomen zijn, met een constant getal 


vermenigvuldigen, 











waaruit men gemakkelijk afleidt 
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Dit constant getal heet de modulus van het tweede stelsel 
met betrekking tot het eerste stelsel. 


25. Uit de voorgaande eigenschap vloeit voort, dat, als 
men eene logarithmentafel gemaakt heeft, men eene tweede 
zal kunnen maken, mits men eene enkele der logarithmen 
van het nieuwe stelsel kent. 

Om een logarithmenstelsel te bepalen , geeft men gewoonlijk 
het getal, dat de eenheid tot logarithme heeft. Dit getal wordt 
de basis genoemd. De basis van de gewone logarithmen is 10. 
Met behulp der gewone logarithmen kan men nu eene loga- 
rithme in een willekeurig stelsel berekenen Wil men bijv. 
de logarithme berekenen van het getal 1896 in het logarithmen- 
stelsel, waarvan 12 het grondtal is, dan vindt men in de 
logarithmentafel der gewone logarithmen 

log 12 = 1,0791812 en log 1896 —= 3,2778383. 

In het stelsel waarvan 12 het grondtal is, is 

log 12 =1 en log 1896 =z 
derh. 1,0791812;: 1 = 3,2778383 : z 
of Be RR X 3,2778383 — 3,0373382. 

Omgekeerd kan men de basis van het logarithmenstelsel 
berekenen, als men de logarithme van een willekeurig getal 
in dat stelsel kent. 

Is bijv. de logarithme van 1896 in zeker stelsel — 3,0373382 
en noemen we de basis van dat onbekende stelsel 5, dan heeft 
men in het onbekende stelsel 

| log b = 1 en log 1896 — 3,0373382. 

Nu is in het gewone log.stelsel log 1896 — 3,2778383, dus 
zal de logarithme van b in dit stelsel bepaald worden door de 
evenredigheid 3,0373382: 1 —= 3,2778383 : z 

3,27783853 
== 3,0375382 == 1,0791818 


en b == 12. (Wordt vervolgd.) 





log b (in het gewone stelsel) —= 
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Programma Akte-examen Wiskunde L, O. (Vak p.) 


a. Kennis van de vlakke meetkunde, de vlakke driehoeks- 
meting en de stereometrie. 

b. Kennis van de lagere algebra tot en met de vierkants- 
vergelijkingen, alsmede van de reken- en meetkunstige reeksen 
en de logarithmen. 

c. Vaardigheid in het oplossen van eenvoudige stel- en 
meetkundige vraagstukken. | 

(Kon. Besl. , Staats-Courant , 28/29 Dec. 1890) 


Schrifielijke opgaven Akte-ex. Wisk. L. O. 1895. 


s-Gravenhage, Vrijdag Î November 1895. 

Algebra (11, uur). 

1. Los op: | 
(we 4-6) 2/5 — ide (9 — 415) = 40 J 32?. 

2. Herleid: 


ei te 18 -t 8 


q ae RT 2 
va 2 Doreen v rl 
3. Tot vorming van een kapitaal wordt gedurende 15 jaren 
aan het begin van elk jaar f 1000 gestort. Dit moet met de 
rente à 5 pet. aan het einde van elk der eerstvolgende 20 
jaren in gelijke sommen worden uitgekeerd. Hoe groot is de 
jaarlijksche uitkeering ? 


| 


Planimetrie (L*/, uur). 

1. In A ABC is / A == 60°; de hoeken B en CG worden 
middendoor gedeeld. Bewijs, dat Ge stukken van de deellijnen 
tusschen haar snijpunt en de zijden AC en BC gelijk zijn. 

2. De linen, uit het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel eens driehoeks paar de hoekpunten getrokken, staan 
loodrecht op de zijden van den driehoek, gevormd door de 
lijnen, die de voetpunten der hoogtelijnen verbinden. 

3. AOB is een cirkelkwadrant; indien men in het door 
AB afgesneden segment eene koorde Qg |/ AB trekt en men 
verlengt haar, totdat zij den straal OA in R en OB in r ont- 
moet, dan is QR? + Qr? = AB?, 
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Stereometrie (1!/, uur). 


1. Bewijs, dat de som der hoeken, welke eene willekeurige 
rechte lijn met twee onderling loodrechte vlakken vormt, niet 
grooter is dan 90°, | 

2. Men brengt een vlak door twee overstaande hoekpunten 
van het bovenvlak van een kubus en door het midden van eene 
ribbe van het grondvlak. Bereken den inhoud der doorsnede 
en de inhouden der lichamen, waarin de kubus wordt verdeeld. 

(Supplement, VIL, 1895, no. 389.) 

3. “Om een gegeven bol wordt een rechte kegel beschreven, 
waarvan het totale oppervlak het dubbel is van het oppervlak 
van den bol, Druk den inhoud van dien kegel uit in den 
straal van den bol. 


Goniometrie en Trigonometrie (L!|, uur). 


1. Welke waarden van # tusschen O en 360° voldoen aan: 
, E ‚‚__ Sin 21504210”. tg 208°10'6° 
sim (30° F2) S zee 950105. cos 350°52": 
2. Bepaal de waarden van wv, die voldoen aan: 
tg 3x + cotg rz == tg # + eotg 3x. 

3. In een A ABC worden op de basis BC twee punten D 
en EB genomen, zóó, dat BD — DE —= KC is. Als / BAE —=a, 
ZLEAC ==, BAD =a en / DAC == @ is, bewijs dan dat 

BRE 
sin « sin Q 


Verslag: van een mondeling examen in Wiskunde L, O. 1895, 


Veel heb ik geprofiteerd van het tijdschrift „De Vriend” en 
van het „Supplement. Het geeft vele en uitvoerige verslagen 
van mondelinge examens, die zeker iederen candidaat welkom 
zijn, vooral doordat hes programma van het examen de eischen 
niet duidelijk genoeg aangeeft. Ik zend dan ook de mij ge- 
stelde vragen in, opdat ook aanstaande adspiranten er hun 
voordeel mede kunnen doen. 

Verder voeg ik hierbij nog den wensch, dat het Tijdschrift 
blijve, wat het tot nu too geweest is, een raadsman en leider 
voor de beginners en een vriend voor de meergevorderden, 
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Algebra (1 uur). 


Bewijs, dat a! — W° deelbaar is door a —b. Wat weet ge 
van ». Noem de andere merkwaardige quotienten. Kent ge 
er een algemeen bewijs voor? Bewijs de formule voor de som 
der termen van een meetk. reeks. Eigenschappen der wortels 
van een vierkantsvergeliĳking. Wat weet ge van de wortels, 


als ip )qs T OL ip {q? Wat is een logarithme ? 
Welke logarithmenstelsels kent ge? Bewijs log ab — log atlogb. 


Waarop steunt deze eigenschap (a! Xx a == Hi Gaat 
deze eigenschap ook door als mm en „ onmeetbaar zijn ? Bewijs 
dat. Noem de andere algemeene eigenschappen der logarithmen. 
Iets over exponentiaal-vergeliĳkingen. 


Planimetrie (Ì], uur). 


Dit handelde hoofdzakelijk over meetk. plaatsen. Geg. eene 
lijn AB en twee punten P en Q buiten die lijn aan denzelfden 
kant. Wat is de kortste weg van P over AB naar Q? Geg. 
eene lijn AB. Bepaal de meetk. plaats der punten, waarvoor 
het verschil der kwadraten van de afstanden tot A en B ge- 
lijk is aan p?. No. 1159 uit „De Vriend”. Geg. een cirkel 
en daarin een driehoek. Wat is de meetk. pl. van het hoogte- 
punt van dien driehoek, als we den top langs den cirkel- 
omtrek voortbewegen? En wat is de meetk, plaats van het 
middelpunt van den ing. cirkel? Machtlijnen. 


Stereometrie (3 la uur). 


Twee vlakken staan loodrecht op een derde vlak. Wat weet 
ge van de doorsnede der eerste twee vlakken? Als twee vlak- 
ken loodrecht op elkaar staan, dan zal eene loodlijn in het 
eene vlak op de doorsnede loodrecht staan op het andere vlak. 
Gelijk- en gelijkvormigheid van drievlakshoeken. Hoeveel 
elementen heeft een drievlakshoek? Hoeveel zijn er noodig 
om een drievlakshoek te bepalen? Zijn er ook elementen, die 
van elkaar afhangen? Bewijs, dat de standhoek op de over- 
eenk. ribbe van twee symmetr. drievl.hoeken gelijk zijn. (Mocht 
niet door tegendrievlakshoek.) Hoe ontstaat een raakvlak aan 
een bol? Bewijs, dat de straal naar het raakpunt loodrecht 
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staat op het raakvlak. Inhoud van een bolsector. Inhoud 
van een bolsegment. Oppervlak bepalen van een boldriehoek. 
Gonio- en Trigonometrie (1, uur). 

Noem en bewijs de sinus-, cosinus- en tangensregels,. Wan- 
neer gebruikt men elk dezer regels om 3 elementen van een 
A te bepalen, als de andere 3 geg. zijn? Los op: asinx + 
beosx=b. Over het al of niet verduisteren van waarden 
door het deelen der leden van eene verg. door gon. verh. van 
de onbekenden. Verder werd er gevraagd naar het opnoemen 


en bewijzen van vele der goniometrische formules. 
B. A, Tramer. 


No. 800 der ,PLANIMETRIE” 
van C. Krarper Kz. 


Omstreeks drie jaar geleden kwam herhaaldelijk het verzoek 
tot mij, om de bovenstaande opgave algebraïsch op te lossen. 
Daar het mij niet mogelijk was, aan alle aanvragen afzon- 
derlijk te voldoen, besloot ik een oplossing in dit tijdschrift 
te plaatsen. Toen ik ten deele gereed was, vond ik geen tijd, 
de oplossing te voltooien en daarom zond ik ze alleen ter in- 
zage aan hen, die ze gevraagd hadden, Nu in de laatste 
aflevering van den vorigen jaargang de opgave onder no. 1168 
behandeld is, waag ik het mijn berekening, hoe omslachtig 
en onvolledig zij zijn moge, te publiceeren, omdat zij veler 
meening weerspreekt, dat een zuiver algebraïsche oplossing 
tot een hoogere machtsvergelijking voert. 


800. Een vierhoek te beschrijven, welke vier gegeven rechten 
tot zijden heeft, en waarvan de inhoud 
a) gelijk is aan een gegeven vierkant, 
b) zoo groot mogelijk is. 


Zijn a, b,c en d de zijden van vierh, 
ABCD, p? zijn inhoud, y de projectie van 
bop a en u de projectie van d opc, dan is: 
AC? =a?db2H2ay = Cc? Hd? H-2eu … (1); 
 azdeo =p? (2); 9* Het = bt … (3); 
ui dv? =d? … (4). 

De Vriend der Wiskunde, XI. 2 
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Uit (1) en (2) leidt men af: 
s fn Ee 
BNS 0 d d? + 2ay A Men az 
Brengt men deze vormen in 't quadraat, dan vindt men, 
in verband met (4), na eenige herleiding : | 
(q? + 2ay)2 H (Ap? — 202)? = 4e2d, 
waarin q? den vorm a? + b? —c? — d? voorstelt. 
Lost men hieruit y op, dan verkrijgt men: 


16ap?z —|q* +4 (a? Xb? —e?d?) H- 16p* 
4ag? \ 





ed 


Brengt men de tweedemacht dezer uitdrukking over in (3) 
en stelt men gemakshalve q* + 4 (a?b? — cèd?) + 16p* =r*, 
dan vindt men na herleiding : 


2p°r* vj r8 — 164°b?g* zn 
_ a(16p* +q' )SE 168? (l6pt 40°) 
dus 
+V r8 — 1642b?g* 
gp = dn. ie 0) FUEL OP 164? (16p* + q*) 
ORS ss 


iT CE 
SED 4a OTE Ak 
X Vv Glardrerd? — (qt — datD? — detdt +} 16pt)2 |. 
Hiermede is z bekend, dus ook A ABC en bijgevolg 
vierhoek ABCD. 


Voor de bestaanbaarheid van z is noodig, dat de vorm 
onder het wortelteeken positief zij, dus 


(q* — 4a*bt — Aerde H 16pt)? Á 64arbrerd? 





of q* — 4a?b? — 4e? d? + 16p* S gabed 

dus 16p* S aad Hed)? —0' 

of, als men stelt: (—a Jb Hed) =2(s—a) enz. : 
pt S (sa) (eD) (60) (ed) 


dus p* ES v/ (s—a) (s—b) (s—c) (s—d). 
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De grootste waarde, die p? kan hebben, is derhalve 
v (s—a) (s—5) (s—c) (6—d); 
in dit geval is de figuur een koordenvierhoek ($ 281). 
Voor z vindt men dan: 
pir: 
EE eK 
a(l6p* + q*) 
2b 
2 ab Hed WV (s—d) (s—b) (s—c) (s—d). 


of , na substitutie en herleiding : 


Opmerkingen. 1. De lezer stelle zich niet alleen tevreden 
met lezing: hij voere de aangewezen bewerkingen uit. Dat 
is een uitstekende oefening in de herleiding van algebraïsche 
vormen. 

2. Ik heb vroeger een oplossing gevonden, korter dan deze 
naar ik meen, maar ik heb er tot mijn spijt geen aanteeke- 
ning van gehouden. Wie een kortere kent, geve deze in dit 
tijdschrift ten beste. | 

3. Hier volgt nog een constructie in den trant der ouden. 

(Deze constructie blijft thans achterwege, omdat zij zeer 
weinig verschilt van die, welke in de laatste aflevering van 
den vorigen jaargang voorkomt) C. Krarper, Kz, 


Mondeling examen voor de akte Wiskunde L.O. 1895. 


Voor elk vak werd ik drie kwartier geöxamineerd. 
Allereerst : 

Algebra. 

Wat weet gij van de deelbaarheid van de som of het verschil 
van de gelijknamige machten van twee getallen door het ver- 
schil of de som der wortels ? 

2n 2n 


Bewijs, dat ST een deelbare vorm is. 


Wat is een logarithme? Welke logarithmen-stelsels kent gij ? 
Aan welke voorwaarden moet het grondtal van een logarithmen- 
stelsel voldoen ? Waartoe dienen de Gaussische logarithmen ? 
Hoe zal men een logarithmenstelsel kunnen maken, met 12 
als grondtal bijv.? Is het daartoe noodig, opnieuw die loga- 
rithmen te gaan berekenen? Als voor eenig grondtal (10 bijv.) 
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de log. van een getal p bekend is, en men vraagt de log. 
van p voor ’t grondtal 4 (of bijv. 12), hoe gaat men dan te 
werk? — Waartoe dienen de gebroken en negatieve expo- 
nenten ? Noem eenige eigenschappen der wortels. — Breng in 
woorden de formules - 


np f Pp 
Dn Ee val; wabe = ta. PD ELS 


N As 

Maak van onderwerp eens gezegde (omkeering der formules). 
Bewijs eens, dat Wabc= Wa. b. re. is. 

Planimetrie. 

Teeken een’ driehoek ABC in den cirkel M, trek daarin de 
loodlijnen AD, BE en CF. Vereenig daarna E met F en M 
met A; trek nu door A de raaklijn aan M; hoe bewijst gij nu, 
dat MA loodrecht op EF staat? Welke eigenschap kent gij 
van de loodlijnen in een driehoek ? Hoe bewijst gij, dat ze 
elkaar in één punt snijden? Kunt gij dat op eene andere 
wijze, dan door gelijkvormigheid? (Bedoeld werd, het te be- 
wijzen , door een driehoek óm den gegeven /\ te construeeren, 
waarvan de zijden (/ loopen met die van den gegeven A, 
wat tot een zeer eenvoudig bewijs aanleiding geeft. Zie o.a, 
de bewijzen in „De Vriend der Wiskunde", II, 1888, blz. 64—66.) 
Hoe bewijst ge het dan door middel van transversalen? Van welk 
theorema maakt ge daarbij gebruik ? Bewijs dat! Waarop moet 
men hierbij letten ? (Negatieve of positieve toestand). — Wan- 
neer zijn twee veelhoeken congruent? Hoeveel gegevens heeft | 
men noodig om tot congruentie te besluiten? Teeken een 
willekeurigen vierhoek en neem een willekeurig punt in eene 
der zijden aan; hoe verdeelt gij nu dien vierhoek in eenige 
(7 bijv.) gelijke deelen door lijnen uit dat punt? Op welke 
eigenschappen berust uwe constructie ? | 

Goniometrie en Trigonometrie, 

Als log cos 2x gegeven is, bijv. 9,..... — 10 (x), en men 
vindt in de tafel voor 2x de waarde 70°, welke waarden kan 
x dan hebben? — Als van eene vergelijking de beide leden 
door bijv. tg? — 1 gedeeld kunnen worden, welke waarden 
van & worden dan bij uitvoering dier deeling verduisterd ; 
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waarom? — Maak logarithmisch (wat beteekent dat?) — : 
tang a J- tang b + tang c, als ge weet, dat a + b Jc == 180° is, 
Zie „Supplement, IT, blz. 54, 5. Doe hetzelfde met: 

1 —cosz 1 + cos z 5 1 + eos z 


BA 5 TE Hoe maakt gij logarith- 


8 tango tl 8 kle dln 
misch Erde Los vz op uit de vergelijking : 


sin z + sin 2e 4 sin 3z + sin 4x — 0, 
Op welke wijze kan men hierbij te werk gaan? Waarom 
zal men niet sin 3x en sin 4x afzonderlijk ontwikkelen ? Noem 
alle waarden voor «. 


Stereometrie. 


Wanneer zal de som der hoeken, die eene lijn, welke twee 
loodrecht op elkaar staande vlakken snijdt, met die beide 
vlakken maakt, gelijk aam 90° zijn? Bewijs, dat de hoek, 
dien eene lijn met hare projectie op een vlak vormt, de kleinste 
hoek is, dien zij met het vlak maakt! Construeer den groot- 
sten hoek, dien zij met het vlak maakt. — Trek door ’t punt B 
in het vlak P eene loodlijn op de projectie der schuine lijn 
AB; wat weet gij van die lijn? — Teeken een’ veelvlakken- 
hoek ; welke zijn zijne elementen ? Wat weet ge van de som 
der zijden? Bewijs dat! Hebt gij er wel eens over nage- 
dacht, of dat ook zoo is bij een veelvlakkenhoek met insprin- 
gende hoeken ? — Wat weet gij van de som der hoeken van 
een veelvlakkenhoek? Bewijs dit? Hoe is deze eigenschap 
voor een veelvlakkenhoek met inspringende ‘hoeken ? Onder- 
zoek dit. — Wat is de inhoud van een bolsegment? (Geene 
van buiten geleerde formule.) — Wat moet ge weten, om 
den inhoud van een bolsegment te kunnen berekenen? — 
Bereken nu dien inhoud, maar vertel eerst, hoe gij te werk 
zult gaan. (Inhoud bolsector; inhoud kegel; oppervlakte van 
het bolvormig gedeelte van een segment.) — Zoudt gij nu 
uit den inhoud van het bolsegment, den inhoud van den bol 
kunnen berekenen ? 


Ziehier, lezer(es), zoo getrouw mogelijk alles weergegeven, 
wat mij gevraagd is. — J. Tu. ve Bruin. 


ho 
Do 


OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 11841200. 


1184, Van een gelijkbeenigen A ABC is de basis BC = 4 en 
de opstaande zijden zijn 7 cM. Verbind C met het 
midden D van AB. De lijn, die / ADC middendoor 
deelt, snijdt AC in EB. De cirkel, die door A, E en 
D gaat, snijdt CD verlengd in F. Bereken CF. 
(Toel.ex, Kon. Mil. Acad. Breda, 1895.) 


Oplossing. 
In A ABC is CD mediaan, dus 
CD? = 5 (AC? + BO2) — 7 AB? — 20,25 


dus CD =4,5 cM, 
In A ADC is DE bissectrix, dus 
CD: AD = CE: 1e 





4,5:3,5 = CE: 
(4,5-3,5): (CE-HAE) = 45: onsen AE 
8 : 7 =45:0CE=3,5: AE 
49 
CE = jj ML en ARD 


De cirkel, die door nj E en D gaat, snijdt het verlengde 
van CD in F, zoodat A, E,‚D en F de hoekpunten zijn van 
een koordenvierboek, derh. CF.CD = CA.CE, waaruit 
CF == 6,125 cM, 

J. Tu. pe Bruin; v.D. WAL & VeRBORGH; 
Cr. BarneveLD; W. Meiser. 


8 _ CE CA 
_ Opmerking. CE = —n CD’ „CA=T —_—_ .CA=AE. zp AE. 
W. Merger. 


1185. Zoek 3 getallen, die voldoen aan de volgende voor- 
waarden: het le is 4 meer dan het 3e; de som van 
t 2e en ’t Je is 7 en de som der 2e machten der eerste 
twee getallen is 61, 
(Eindex. Gymn.) P, H. W. Suuirens. 
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Oplossing. 

Het eerste getal is 4 meer dan het derde. Stel het eerste 
== z, dan is het derde dus = #— 4. En daar de som van 
het tweede en derde getal == 7 is, is het tweede getal = 
Te —4jz=ll—e. 

Nu is de som van de 2de machten der eerste twee getallen 
= 61, dus #2 H(1l—2)? = 2? +12 — Jer? = 61 
of #2 — 11r J-30 = (er — 5) (z — 6) =0. 

Alzoo vinden we voor z: z, =d en #4; =6, en voor de 
drie getallen: 5, 6 en 1 of 6, 5 en 2. 

v.Dp. War & VerBoron ; P. H. W. Suurrens; 
A.G.p.B.; W. Meijer, 


1186. De zijden AB en AD en de diagonaal AC van een 
parallelogram ABCD worden door eene rechte lijn 


respectievelijk in b, d en c gesneden. Bewijs nu dat 
AC AB _ AD 


Arsen Ab Ad" H. VERKAART. 
Oplossing. 


Trek dh door tot het 
verlengde van CB in a ge- 
sneden wordt. We moeten 
nu bewijzen dat: 

AC AB AD 
KES en 

Trek van beide leden 

dezer gelijkheid 1 af, dan is 





b, AD 
of na herleiding : Ee == en + KZ 


Nuis AaCcem AdAc en AaBbwo A dAD 


dus Ce: Ac zal: Ad Bb: Ab =aB: Ad 
Ô a0-… aB ‚AD 

waaruit ii =d + Ad 

of at =aB + AD. 


Daar dit laatste waar is, is hiermede het gestelde analytisch 
of a posteriori bewezen. H, VERKAART, 
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Tweede oplossing. 


Trekken we in parallelogr. ABCD nog de diagonaal BD, 
dan is A ABC == A ACD == A ABD == aan den halven Inhoud 
van het parallelogram ... (I). 

Als 2 AA één / gelijk of gemeen hebben, verhouden de 
Inhouden dier AA zich als de producten der zijden om dien 
gelijken of gemeenschappelijken hoek. 

Op grond van deze eigenschap heeft men : 

A Abe __ Ab Xx Ac A Acd __ AcXx Ad 
AABC ABXAC’ A ACD TAC XAD 
A Abd __ A5XxAd 
AABD 77AB xAD 
Hieruit volgt in verband met (I):. 


en 


LAD DCA 
Ac Xx Ad 

DA KOEN A 
AD Xx Ad 


Uit deze 3 gelijkheden volgt, omdat 
A Abd == A Abe + A Acd is: 
AbxXAd _ AbX Ac Ac Xx Ad 
AB x AD TAB x AC | AC xAD: 
Vermenigvuldigt men beide leden dezer vergelijking met 
B ee ‚ dan heeft men: 
AG AD AD 
Ac Ad TAD’ 
ve. D. War & VerBorar. 


q. e.d. 


Derde oplossing. 


Indien de lijnen, uit B en D evenwijdig aan de transver- 
saal Ld getrokken, de diagonaal AC in B, en D, ontmoeten, 
dan is AAD,D 2 A CB,B, zoodat AD, —= CB, en dus 
AC—=AB, +B,C=—=AB, +AD, is. Alzoo is — 

AC AB‚+AD,_ AB, , AD, _ AB AD 
Ke iT lkAe: Vane | Kimman aan 
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Neemt men den positieven en negatieven toestand der lijnen 
in aanmerking, dan geldt deze betrekking algemeen, ook 
wanneer de transversaal bd het verlengde of de verlengden 
van een of meer der lijnen AB, AD en AC snijdt. 

W. Meiser. 


1187. Bepaal de meetkundige plaats der middens der koorden 
van een cirkel, 
a) als zij door een zelfde punt binnen den cirkel gaan, 
b) als hare verlengden door een zelfde punt buiten den 
cirkel gaan. 


Oplossing. 





a) Trek door het gegeven punt P de middellijn AB, en 
de koorden CD, C,D,, C,D,, enz. De middens dezer koor- 
den CD, C,D,, C,D,, enz. noemen we N,N,, N,, enz. 

De lijnen MN, MN, , MN,, enz., die het middelpunt van 
den cirkel M verbinden met de middens N, N,, N,, enz, 
der koorden CD, C‚D,, C‚D,, enz., staan loodrecht op CD, 
ORD 0D, ‚enz. 

Dus is/ MNP =/ MNP =/ MN;P enz. = 90°, en zijn de 
AA PMN, PMN, , PMN, enz. rechthoekig, derhalve is de 
meetkundige plaats van de middens der koorden, die door P 
gaan, de cirkel, op MP als middellijn beschreven. 


b) Ligt P buiten den cirkel, dan volgt uit een redeneering, 
volkomen gelijk aan die onder (a), dat ook in dit geval de 
meetkundige plaats is de cirkel op MP als middellijn en wel 
de cirkelboog EMF, die binnen den gegeven cirkel M ligt. 

v.p. War & VerBorer; Ca. BARNBVELD; J. Tu. pe Bruin; 

A.G.p.B.; Arcurmepes; W. Meijen, 
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Als P op den cirkelomtrek ligt, dan is de meetkundige 
plaats der middens der koorden een cirkelomtrek, om MP als 
middellijn beschreven. (Zie: „De Vrieud der Wiskunde”, X 
bl. 141, no. 1112.) 


1188. Los z op uit: 
Jut — 1643 + 262? — 167 H 3 —=0. 
(Eindex. Gymn.) E. B. J. Luirink, 


Oplossing. 


Deze vergelijking is eene wederkeerige van den vierden graad. 
We deelen beide leden door «?. 


3 (erts) — toets) +260. 


Stellen we hierin z +5 = ys» dan is 


Ĳ LT 
: _— En len, —_2z=yt— ° 
(245) (245) Zy —2 
De gevonden vergelijking gaat nu over in: 
3(y? —2) — 16y H-26 =O of 342 — 16y J- 20 — 0. 
De wortels van deze verg. zijn 4, —= + 8 en y, —=J-2. 
Door te stellen 25 Ee 3 en edi? ‚ krijgt men de 
‚ vergelijkingen #? — 8 odl=0en z? —2rt1=0. 
De vier wortels van deze twee vergelijkingen zijn de 4 
wortels van de gegeven vierdemachtsvergelijking. 
Zij zijn +8, +5 en 2 gelijke wortels +1. 
E. B. J. Lurrink. 


1189. Los z op uit: 
5x3 — 4? J4r — 50. 
(Eindex. Gymn.) E. B, J, Luirink. 
Oplossing. 
Deze vergelijking is eene wederkeerige vergelijking van den 
derden graad. Zij heeft een wortel + 1 en het eerste lid is 
dus deelbaar door (z — 1). 
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Beide leden door (# — 1) deelende, krijgen we de vierkants- 


vergelijking 5x? Jr 5 =0. 
De wortels dezer verg. zijn», = Ee en ee 
De wortels van de geg. verg. zijn dus 
Hel, En en Nn 


E. B. J. LuririNk, 


Tweede oplossing. 


53 — 4? + Ar —5—=0. 
De som der coëfficienten van de termen met het plusteeken 
voor zich is gelijk aan de som der coëfficienten van de termen 
met het minteeken voor zich, 


r—=l, maakt den vorm dus — 0. 
Deelen we den vorm door #— 1, dan bekomen we: 
52 det 5z0. 


Uit deze vergelijking vinden we achtereenvolgens: 


tjeti=0 


4 v 1 1 3 
=d Vele Ee —D. 
Be A VOOR 0e 
Voor x# vinden we dus de volgende 3 waarden: 
1 3 1 3 
Ket ke re nd ee ee 


v. D. War & VeERBORGH. 


1190, Welke waarde heeft x als 
loglogr =— 8 is. 
(Bindex. Gymn.) 
Dit vraagstuk staat in „De Vriend der Wiskunde”, X, 
1895, op blz. 123, no. 1100, 5, alwaar het aan een ander 
examen ontleend is. 


Anders. 


log log z= —/3=0—v8 = log 1 — log iov$ — log 





Lov 
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B 
1078 | 


AA (008 
en Pas 10198 # — mel 


J. B. BAKKER. 


dus. log 2 — 10 


1191. Eene jaarrente van f 1050, die nog 16 jaar te loopen 
heeft, moet veranderd worden in eene, die 20 jaar loopt. 
Hoeveel bedraagt de nieuwe jaarrente, als de intrest 


op 45 °/, berekend wordt? (Eindex. Gymn ) 
Oplossing. 


f 1050 over 1 jaar is f 1059: 1,045 contant 
f1050-, 2 „ “„ f1050:1,0452 


f1050 „16 5, Ef ros t4,04stes, 
» « 





| 1 
Som der cont, waarden — (rostra +. F1 04f rosgro)f 1050 


1,04516 — 1 
— 1,04518 (4,015 — 1) 
Stel de nieuwe jaarrente = fx, he, is de som der con- 
tante waarden daarvan — Lln Xx fa. 
1,045? (1,045 — 1) 
De sommen dezer contante waarden moeten gelijk zijn, dus is 


1,04520 — 1 1,04516 — 1 


1,045? 
X f 1050. 


104520 (1,045 — 1) *® S 1,045re 045 — 1) X 1000 
erat leen en td f 906,81. 
log 1,045 == 0,0191463 log (1,04516—1) = 0,0096080 
16log 1,045 == 0,8058608 log1,045* ___ — 0,0764652 
104516 __=— 2,02237 _ log 1045 = 3,0211893 
1,045 161 — 1,02237 5,1072625 
20log1,045 == 0,382326 log (1,045? —4) — 0,1497470 
1,045?0 _ — 2,411715 log » = 2,9575155 
1,045*%0_—_1 == 1,411715 x= 906,81. 


ve D. War & Versonen; W. Meier; A.G. D.B,; Co. BARNEVELD. 
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1192, In A ABC is CA verlengd met een stuk AA, gelijk 
1 
5 
BO verlengd is met een stuk CC,. De punten A,, B, 
en C,‚ zijn onderling verbonden. Indien nu 
A ABC: A A,B,C, =25: 43 
wordt gevraagd, welk deel CC, is van BC. 
(Toel.ex. Cadet, Alkmaar, 1895.) A. G. ». B. 


aan z CA, AB met een stuk BB, = AB, terwijl 


Oplossing. 


Nd Verbindt C, met A, 
ER B, met Cen A, met DB. 
|___De oppervlakken van 
AA , welke gelijke 
hoogten hebben, ver- 
houden zich als hunne 
bases. 
We hebben nu: 








en 
LON AOO, det AFARG 
Elli ad ALT 5-0 
_C,C el 040 | 
AC,CB, = Ho ABBC=5-po A ABO 
1 1 
AEG A0 0 
De som dier 6 AA 1s dus —= (5 +i-Bg +5 -BG A ABC 
BNET O0 
= (5545: Hg) A ABC. 
43 — 25 18 


Volgens opgave is dit = Tj SR A ABC, 


Ve O70 trg BE OPA 
Zoodat dus £. BO “5 of: BG =5' 


CC is dus : van BC, 


J.B, Barker; W. Memer; v. pn. WaL & VerBorer; 
Cu. BARNeEveLD; A. G.p.B.; ARCHIMEDES; 
J, Tu, pe Bruin; T. Krurrnor. 


1193. In een A ABO laat men de loodlijn CD neer op de 
basis en uit D loodlijnen DP en DQ respectievelijk op 
AC en BC, Wanneer gegeven is PQ, het verschil van 
BO en CD*), alsmede / B, vraagt men dien A te 
construeeren. *) (Zie de opmerking.) 
(Cadet, 1895.) | A Gi De B 


Oplossing. 


Gegeven : 
PQ=p, 
BC —CD=v 

en / B ==. 

Zij A ABC 
de gevraagde. 
BO ED sE 
dus een punt 
van den cirkel, 
met Q als mid- 
delpunt en p 
als straal beschreven. Daar P het voetpunt is der loodlijn 
uit D op AC neergelaten, is / CPD — 90°, en dus is P (even- 
als Q) ook een punt van den cirkel op CD als middellijn be- 
schreven. (CPDQ is een koordenvierhoek.) 

Indien dus A BCD eerst geconstrueerd is, wordt de plaats 
van het punt P, en hiermee A ABC, gemakkelijk gevonden. 
En van den rechthoekigen A BCD zijn bekend: een scherpe 
hoek en ’t verschil v tusschen de hypotenusa en een der 
rechthoekszijden. | Í 

Constructie. Construeer een rechthoekigen A cBd, waar- 
van Z B == 2 is, Neem op de schuine zijde cE — cd en 
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Bg=v. Trek uit g (/ dE de lijn gD, die Bd (of haar ver- 
lengde) in D ontmoet, en trek DC // de 

Laat de loodlijn DQ op BC neer. Beschrijf uit Q als mid- 
delpunt met pals straal een cirkelboog, die den halven cirkel, 
op CD als middellijn beschreven, in P snijdt. Verleng de lijn 
BD, tot zij de lijn door C en P getrokken in A snijdt, dan 
voldoet de A ABC aan de vraag. Want CD | AB, DP 1 AC, 

ERD Ee 0, AIB Oen BO 

Opdat He A mogelijk zij is noodig en voldoende, dat de 
cirkel (Q,‚p) den halven cirkel CD raakt in P,, dan is 
PQ=CD en er voldoet f A BCA;, òf snijdt in P en P,, 
dan is PQ> CQ en { CD; er voldoen dan 2 A A BCA en BCA. 

Als PQ = QC, dan snijden die cirkels elkaar in P, en C 
en is er 1 A BCA. 

Voor PQ > CD is er geen A. W. Meiser. 


*) Opmerking. Als men leest BC —BD == v, in plaats 
van BC — CD, gaat de constructie woordelijk door. 
J. Tu. pe Bruin. 


1194, In een cirkel M met een straal R == | dM, is een regel- 
matige tienhoek BC,... beschreven en op de zijde BC 
van dien tienhoek een gelijkzijdige A ABC binnen den 
cirkel. Wanneer om A ABC een cirkel N wordt be- 
schreven, vraagt men naar het oppervlak van het 
kleinste segment, dat door BC van dien kleinsten 
cirkel wordt afgesneden. 

(Cadet, 1895.) A. G. pn. B. 
Oplossing. 
, Noem BC a,,, BN r en 
laat uit N op BO de loodlijn 
ND neer, dan is 


1 
BD =D0=z 40; 


BO =,= R(1+ 15). 
Oppervlak cirkel N= zr?2. 
Oppervlak geliĳjkz. A ABC = 


mj 


i dio? V/3, derh. oppervlak 
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kleinste segment, dat door BC van cirkel N wordt afgesne- 


1 
zr 08 


4 
den — 5 
In ABND is / NBD = 30°, dus ND —;NB—ór en 
BN? — ND? =BD? of ira waaruit : 
3 1 1 
Pya slab 2=zq 
zg" en 54 
1 4 
3e ib —3 0 8 
Opp. gevraagde segment = 5 
_%o'(tr33) RB —rD)(4z — 33) 
BENE od NR Ren. 72 
se) (Ar ve RED) dM? — 0,078... dM? 


12 
v. D. War & VerBoraH. 


1195. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 
23 — 32 
WB AVE 
(Cadet, 1895.) 
Oplossing. 
Vermenigvuldigd teller en noemer van den gegeven vorm 
met 273 +16 J- 32, dan vinden we: 


A32 646263 
23-632 122 k 


Deelen we teller en noemer der laatste breuk door 6, zoo 
—idy2-3 

22. d 
Teller en noemer dezer breuk vermenigvuldigd met 1/2 en 


wordt de breuk == 


men vindt: —Vv22- vb mn Ì ed Biet 
á 2 4 
J. Tu. ve Bruin: v. D. War & VeERrBORGH. 
Anders. Û 


Men kan ook teller en noemer met 2/3 —1/6 — 31/2 ver- 
menigvuldigen. Men vindt dan 
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21/3 — 31/2 _ 5 +3 
3-6 — 2 2(2—v6) É 
Vermenigvuldig nu teller en noemer met 2++16, dan 

vr 262 
Eb4 0, e 
A. G. pn. B; Cu, BARNEVELD. 


wordt de breuk —= 


Tweede oplossing. 


23 — 32 zee 
3-62 
1 


pen __ 
‘mn 


Rei PEREN ei EAB ej 6148 
332 6 

LA 1 _l-rv2rs 2-62 

TA EED EET EE 4 5 


v.D. WaL & VerBorenH ; Cr. BARNEVELD; À. G. Dn, B. 


1196, Men vraagt x op te lossen uit de vergelijking : 
521°8 BS. ne log et 
(Cadet , 1895.) 
Oplossing. 
zig? _ jeloge —=4, of A Bnn 808 


loges 5, 4/25 16 _ 5,3 
dus z =gtE Vz zzz tenl, 
dus 2e P4 en re 1, derhalve 

(log 2)? = log 4 =0,6020600 en (log z)? =log 1 = 0 


log # = +1 0,6020600 log # = Û 
log x = +: 0,7759253 vk onder: 
Uit log r = + 0,7759253 volgt: w == 5,96932. 
Uit log # = — 0,7759253 — 0,2240747 — 1 volgt: 
x= 0,167523. 


A.G.p.B.; Cu. BARNEVELD; ARCHIMEDES; T, KRuITHOF; 
v. D. War & VeERBORGH. 


1197. Twee steden liggen op een afstand van 187,5 KM. van 
elkander. Uit de eene stad vertrekt een bode, die den 
eersten dag 16 KM. aflegt en elken volgenden dag den 
dubbelen afstand van den voorgaanden. 

De Vriend der Wiskunde. Xi. 8 
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Uit de andere stad vertrekt tegelijkertijd een bode, 
die den eersten dag een weg van 20 KM, doorloopt 
doch wiens snelheid elken volgenden dag de helft wordt 
van die van den voorgaanden. 

Wanneer ontmoeten beide boden elkaar ? 

(Cadet, 1895.) 
Oplossing. 


Stel dat de ontmoeting na zx dagen plaats heeft, dan heeft 
de eene bode bij de ontmoeting afgelegd : 


(16 4-2 X16 +22 X aen x 16) 
—= 16 (14-2222 )=16 X 5 
De andere bode Teo bij 5 ontmoe, ENE : 





— 16 (2°—1) KM. 





ere 


gel 
hdi 
ge—Î He ek an 
— 20 x (2 — 1) Es 20 (2 — 1) Mi 40 (2°— 1) KM. 
f z 40 (2°— 1) 
16. 2°® — 163,5.2* —40=0 
2x BAL on 40 
2 ET) blut wie ziee waaruit 
ot BAT 842,3 (vi ) waarvan de negatieve waarde 
64 DEN J vervalt, 
Be ae == 10;4578/ Nuis; 


x log 2 = log 10,4578 
x X 0,30103 == 1,0194407 
en «== 3,386... dag. 
Cu. BARNEVELD; v. D. WaL & VERBORGH. 


35 


Tweede oplossing. 


De eerste bode legt den den, 2en, 3en, 4en enz. dag 
respectievelijk 16, 32, 64, 128 enz. KM, af. 
De tweede bode legt den len, Zen. 3en, ten enz. dag 


respectievelijk 20, 10, 5, 25 enz. KM, af. 


Gedurende de eerste 3 dagen leggen ze dus samen 
16 KM.+20 KM, +32 KM.+10 KM.+464 KM,+5 KM, = 147 KM, 
af. De weg is 187,5 KM. lang. Op den 4-den dag moet dus 
door beide boden samen nog 187,5 KM. — 147 KM, = 40,5 KM. 
afgelegd worden, voor ze elkaar ontmoeten. 

Op dien dag verhouden zich de snelheden van den eersten 


en tweeden bode als 128 en 2 
Op den 4-den dag legt de le bode dus nog 


40,5 21 


Had deze bode den geheelen 4-den dag nog moeten verder 
gaan, dan zou hij 128 KM. afgelegd hebben. 


21 
$ag 9 
Van dezen 4-den dag is hij dus maar 8 dag = 2ö dag 


onderweg. 


Na pe 


29 dag ontmoeten de beide boden elkaar dus. 


v. D, War & VERBORGH, 


1198. Een badkuip kan worden gevuld door de heetwaterpijp 
in 9 minuten, door de koudwaterpijp in 11, minuut. 


De beide kranen worden tegelijk opengezet, maar op 
het oogenblik, dat de kuip behoorde vol te zijn, blijkt 
het, dat de afvoerbuis al dien tijd heeft opengestaan. 


Deze wordt nu dichtgedraaid, en na 34 minuut is nu 


de kuip vol. In hoeveel tijd zou de aflooppijp het vat 
doen leegloopen , indien de toevoer afgesloten is? 
(Cadet, 1895 , Rekenkunde.) 
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Oplossing. 
Het vat moet vol zijn na 
Hs d + ej min. = 5 minuten. 
9 u 
4 
Daar echter de afvoerbuis gedurende 5 minuten openstond, 


moeten de beide kranen nog 35 minuut openstaan. Er loopt 


3 
OE 
dus door de afvoerbuis in 5 min. 5 =j Van het vat leeg. 
In 1 minuut dus 5 
Dus in je minuut doet de afvoerbuis het vat leegloopen. 


3 
J. B. BAKKER. 


1199. Drie kapitalen, samen f 65000, staan respectievelijk 
à 4, 3 en 47 %, uit, gedurende 9, 8 en 12 maanden. 


De interesten verhouden zich als 5, 4 en 3. Hoeveel 
bedraagt de gezamenlijke interest der drie kapitalen ? 
(Cadet, 1895 , Rekenkunde.) 


Oplossing. 
Men heeft: 
WANTS ERK MOB KT KAL KP KD DIE ADD 
Gogeven: 18: Ielss Tbr Te Le EARN 
P:P,:P, 4:84. 
5 d 8 


Dus: K:K‚:Kj Sg EXE} nr =6r2. 
2 xd 


En daar nu: KK, +K, ==f 65000, zijn de kapitalen. 
f_ 25000, f 30000 en f 10000. 


f 25000 geeft in 9 mnd.à 4 el: 75 X 250 xd sf 150 


8 | 
{80000 „ „ 8 mnd,à 3 lo zj X 300 Xx f3 —= f 600 
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f 10000 geeft in 12 mnd. à ö of: 100 X f 4,5 = f 450 


OE OO U EEEN EEEEEen 
De gezamenlijke interest der 3 kapitalen is dus {1800. 
ARrcmiMEDes; J. Tu. pe Bruin; T. Kruirnor; 
v.p, War & VrrBoren; J.B BAKKER. 


1200, Iemand heeft 2 evengroote kapitalen uitgezet. Van het 
eene zet hij f 6000 uit à 3,5°/, en de rest à 4°/ 
Van het andere zet hij f 8000 à 3°/, en de rest à 
4,5°/, uit. Zoo hij van beide evenveel intrest trekt, 
hoe groot is dan ieder kapitaal ? 
(Breda, 1895, Rekenkunde.) — 
Oplossing. 

Hij zet van het eerste f 6000 à 3,5 °/, uit en ontvangt 
dus f 210 rente. 

Van het tweede zet hij f 8000 à 3°/, uit en ontvangt dus 
f 240 rente. 

Daar hij nu van beide kapitalen evenveel rente ontvangt, 
moet de rest van ’t eerste kapitaal hem dus f 30 meer op- 
brengen dan die van ’t tweede. Die eerste rest is f 2000 
meer dan de tweede. Nemen we die f 2000 weg, dan zijn 
beide resten gelijk. 

Het renteverschil wordt dan f30— 20xf4= —f50, 
d.w.z. de tweede rest levert nu f 50 meer op. 

Per honderd levert die rest f 0,50 meer op, zoodat de 
tweede rest Áo Xx f 100 == f 10000 is, 

De eerste rest is dus f 12000 en derhalve is ieder kapitaal 
fest8000; : — * J. B. BAKKER. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


323. Verdrijf de wortelteekens uit den noemer van de breuk : 
Vv (al) + (al) HV (at-2) + 1 (a?) 
Vv (ad-1) — Vv (al) (a-2) + v (42) 
(P. J. Bos, Algebra, Deel II, blz. 85, No. 130.) 
We vinden eene onjuiste Bnn in deel III, Priend der 
Wiskunde, XLIII, bl, 23. A. G. D. B, 
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In de door u aangehaalde oplossing komen in regel 2 en 3 
eene drukfout voor, welke direct in het oog vallen. Hier- 
onder is die oplossing nog eens overgeschreven, en tevens de 
dáár verkregen uitkomst verder herleid, en tot een eleganter 


eindvorm gebracht. 
Oplossing. 
Vermenigvuldig teller en noemer met 
Vv (al) — rv (al) dv (a2) — 1 (a—2), zoo vindt men 


[eer tertejje eDtr a} | 
ia aft je ad 02) | 
ed ln Dd Om aad IN 
heren e (et) (a 2) hi 
N (a) Hv (12) | fr av (a) 
wette taf Ir ar af 
_6+21v (al) (a2) — 21 (al) (a—2) 
TR 2 (a°—4) —2y (a? —1) 


_ 84 (a+1l)(a+2) — vr (al) (a—2) 
DE) Vv (a? —4) — vv (a*—1) 


=| (at Otra) X 
x [8 Hv (a) (e-H2) — vr (at) (42) 
==: Var et) + (GHD) (at) (a) — 


—(a—2) v(a-—1) (at2)H3 (a —1I)H(ak 1) (a 1) (a+ 2)— 
— (a—1) (al) (a—2) 








zz [3 (at BOR) (22) + 3 (a) (42) + 
+3 er—t)| 
EEN he (ar 4) ry (a 1) (a2) + (al) (4-2) + 
| + (a 
=—- De (a—2) +v/ (a) De (a2) J- 1” (al) | 
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Bewijs der eigenschap, dat de hoogtelijnen van een 
driehoek door één punt gaan. 


(Examenvraag , zie blz. 20.) 


Trek door de hoekpunten A, B en C 
van A ABC lijnen // aan de overstaande 
zijden, dan ontstaat er een nieuwe À 
DEF, waarvan de zijden 2 X zoo lang 
RN EE zijn, als de overstaande zijden van A 
SOME ABC. Want DA — BC — AE als over- 
staande zijden in de parallelogrammen ADBC en ABCE; 
DB —= AC —= BF als overstaande zijden in de parallelogrammen 
DBCA en BFCA; FC —=BA=CE als overstaande zijden in 
de parallelogrammen FCAB en CEAB. Nu zijn de middel- 
loodlijnen AA’, BB’ en CC’ op de zijden van A DEF tevens 
de hoogtelijnen van A ABC, omdat DE // BC, DF // AC en 
EF // AB is. 

De middelloodlijnen snijden elkaar in één punt H (zie o.a. 
Van Breen, Merkw. punten en lijnen van den vlakken A), 
zoodat ook de hoogtelijnen elkaar in één punt snijden. 

In „De Vriend der Wiskunde’, III, bl. 64 enz. is deze 
eigenschap op 10 manieren aangetoond. 





Het bewijs onder no. VI aldaar geplaatst, kan aldus ver- 
eenvoudigd worden. 
Zij H het snijpunt der hoogtelijnen AD en BE, dan is 
AAHEm A BCE, dus 
_AE:BE = HE: CE 
Of AR OB EBR SHB! MEG ten (1) 
Zij H/ het snijpunt der hoogtelijnen CF 
en BE, dan is A CHE A BAE, dus 
AE:BE = HE:CE 
of AE.CE=BE.HE.… . : .'.'. (2) 
Uit (1) en (2) volgt nu dat BE. HE —= BE. HE 
of HE == HE, zoodat de punten H en H samenvallen. 
D.i, de hoogtelijnen van een A gaan door één punt. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den en April 1896 A 


1221. 


1222. 


1223. 


1224. 


1225, 


1226. 


1227. 


1228. 


bij den Redacteur A. J. van BrEEN te Arnhem 
worden ingewacht. 

In een A, waarvan de basis 5 en de hoogte Jh is, 
een rechthoek op b te construeeren, zoodanig dat het 
verschil tusschen basis en hoogte van dezen rechthoek 
gelijk d is. 
Van een A is het verschil tusschen de opstaande zijden 
d en zijn de segmenten, waarin de topbissectrix de 
basis verdeelt, m en „ gegeven. Bereken den omtrek 
van dien A. 
Een A te construeeren, als gegeven zijn: de basis, 
de bissectrix van den tophoek en de hoogte. 

H. SrersMma, 
Druk met behulp van het theorema van Stewart de 
medianen eens driehoeks in de zijden uit. 
(Mondeling ex, Wisk. L. O.) J. Morrer. 
Een A te construeeren, als daarvan gegeven zijn: 
de tophoek, het verschil der opstaande zijden en de 
straal van den ingeschreven cirkel. J. C. Eerr. 
Op de zijde AC van een gegeven A ABC neemt men 


AD =3 AQ, vervolgens trekt men DE // BC en EF // 


AC, bereken de lengte van DF. 

(Adelborst, 1895.) 

Bewijs meetkundig, dat de som der vierkanten, be- 
schreven op de zijden van den regelmatigen zes- en 
tienhoek, gelijk is aan het vierkant op de zijde des 
regelmatigen vijfhoeks, als al deze veelhoeken in den- 
zelfden cirkel beschreven zijn. 

(Veeartsenijschool, 1895.) 

Men vraagt den straal te berekenen van den omge- 
schreven cirkel eens driehoeks, waarvan de inhoud 
gelijk is aan dien van een cirkelseetor, wiens boog van 
86°, 0,47 Meter lang is, als nog gegeven is, dat de 
zijden van den A zich moeten verhouden als 5:6: 7, 
(Kon. Mil. Acad,, 1891.) A. Gp, B.P? 


1229. 


1250. 


1231. 


1232. 


1233. 


1234. 
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Van een ingeschreven vierhoek zijn de zijden a, b, e° 
en d verlengd tot zij elkander snijden. Bereken de 
afstanden der hoekpunten tot de snijpunten en den af- 
stand der snijpunten onderling. 
(Ex. Wisk. L. O0) 
Als men in een eirkel een regelmatige zeshoek beschrijft 
en het middelpunt met de hoekpunten verbindt, ont- 
staan er zes gelijkzijdige A A , waarin men de inge- 
schreven cirkels beschrijft. Men vraagt nu den inhoud 
te berekenen van den zeshoek, welke de middelpunten 
dezer zes ingeschreven cirkels tot hoekpunten heeft, 
als de straal van den gegeven cirkel = R is. 
Welke waarde heeft z in de vergelijking 

1 A 5 

blaar: vane 
(Adsp. Adm. Marine, 1895.) 
Twee wielrijders wonen in plaatsen, die op 15 KM. 
van elkaar verwijderd aan een weg AB gelegen zijn. 
Vertrekken zij op hetzelfde oogenblik ieder uit zijne 
woonplaats in de richting AB en rijdt elk zoo snel 
mogelijk, dan haalt de een den ander in 3 uren in. 
Vertrekken zij een tweede maal weder op hetzelfde 
oogenblik ieder uit zijne woonplaats in de richting AB, 
doeh besteedt nu ieder over elke 15 KM, afstand een 
kwartier uur meer dan de vorige maal, dan heeft de 
eerste 5 uur noodig om den ander in te halen. Hoe- 
veel KM. kan elk der wielrijders per uur afleggen ? 
(K. M. A., 1895.) 





Herleid : 

CEN LA sl ide Pile a 
ja 3 bs … 5b pt 55e z? 
| B en ETE 

8c* 16a Sr 4 24a 15? 


(Adelborst , 1895.) 
Herleid tot eenvoudiger gedaante : 


v(6—2w5-rv) (6-25 + 2) + (16-210). 


1235. 


(Eindex. H. B. S., 1895.) AG, pa B. 
Een getal wordt in zeker talstelsel aldus voorgesteld : 
124 en in een ander, waarvan het grondgetal 3 kleiner 


1236. 


1237. 


1238. 


1239. 


_ het middelpunt der wijzerplaat met 12 verbindt, den 


1240. 


32e 


324. 
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is door 233. Hoe stelt men dat getal voor in het 
negentallig stelsel ? 
(Veeartsenijschool , 1895.) 


Bereken door logarithmen (van logarithmen) : 
12345 


rv 0,000728982058, 

(Akte-ex. Wisk. , Batavia.) 

Bewijs, dat, als een even getal de som is van twee 
kwadraten, dat dan de helft van dat getal ook de som 
is van twee kwadraten, 

Twee reizigers, waarvan de een 18 KM. en de ander 
12 KM. per uur aflegt, vertrekken tegelijkertijd de een 
van A en de ander van B naar E. Op welken afstand 
van C zullen zij elkaar ontmoeten, als de afstand van 
A tot B 120 KM. en die van B tot C 180 KM. bedraagt ? 
Hoe laat is het tusschen 2 en 3 uur, als de lijn, die 


hoek tusschen uur- en minuutwijzer middendoor deelt ? 
(K. M. A., 1895.) (Rek.) 

A, B en C nemen een werk aan voor f/ 900. A en 
B ontvangen samen een weekloon van f 30, A en C 
samen f 36. Als B en C samen het werk kunnen af- 
maken in 37,5 week, in hoeveel tijd kan C het dan 
alleen doen en hoe groot is ieders weekloon ? 

(K. M. A, 1895.) (Rek) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 
Bewijs, dat twee rechthoekige trapeziums gelijkvormig 
zijn, als ze een scheeven hoek gelijk en de diagonalen 


evenredig hebben. Ne Ne 
Eene kortere oplossing van no. 800 uit de Planimetrie 


van C. Krarrer; Km Zie blz. 19, Opm. 2. 


825. In J. VersLuys, „Over methoden bij het oplossen van 


Meetkundige Vraagstukken”, wordt op bladz. 20 en 21 
en later op bladz. 25 een bewijs gegeven voor de be- 
kende stelling : Indien twee bisectrices van een A gelijk 
zijn is de A geliĳjkbeenig. Is er behalve dat bewijs uit 
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het ongerijmde en het stelkundige bewijs nog een direct 
bewijs ? C. W. 
Zie „De Vriend der Wiskunde’, IL, 1887, bl. 18—20. 
326. Zijn twee vierhoeken gelijkvormig, als ze de zijden op 
één na evenredig en de hoeken aan de onbekende zijde 
gelijk hebben, terwijl de volgorde der gegevens in beide 
figuren dezelfde is ? 
(KrarPer, 300.) J. ps W 
327. De stralen, die een koorde in drie gelijke deelen ver- 
deelen, verdeelen in ’t algemeen den boog, die bij de 
koorde behoort, niet in drie gelijke deelen. 
(KrNarPer , 396.) JDM 
Zie „De Vriend der Wiskunde’, IV, bl. 215 en V bl. 87. 
328. Verdeel elken term van de meetkundige reeks a, ar, 
ar?,.... zoo in p deelen, dat hierdoor eene meetkun- 
dige reeks ontstaat , die dus p maal zooveel termen be- 
vat als de gegeven reeks. Bepaal de som van m ter- 
men van de nieuwe reeks en substitueer na de oplossing 
pries Sep en mi 1D. 
(VersLuys, Rek, II, Sedr., $ 190, no.21.) Jp. V. 
329. Gaarne zag ik in „De Vriend der Wiskunde” het vol- 
gende vraagstuk opgelost : 
Welke geheele getallen voldoen aan de vergelijking : 
ar deyt=zi? D. BoErsMaA. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1184—1200 zijn ingezonden door: 


Archimedes, 1185, 1187—1189, 1192, 1193, 1196, 1199, 1200. 
A. G. d. B., 1184, 1185, 1187—1193, 1195, 1196, 1200. 
J. B. Bakker, 1185, 1188—1190, 1192, 1193, 1198—1200. 
Ch. Barneveld, 1184, 1185, 1187—1200. 
(In de vorige naamlijst staat G. H. in plaats van Ch.) 
J. Th. de Bruin, 1184, 1185, 1187—1189, 1192, 1193, 1195, 
1198—1200. 
T. Kruithof, 1185, 1192, 1193, 1196, 1199, 1200, 
W. Meijer, 1184—1189, 1191—1198, 
V. d Wal & Verborgh, 1184—1200, 
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Mondeling examen Wiskunde L. O. 1895, 


A. Planimetrie. 


Gegeven drie punten, die de middelpunten zijn van drie 
elkaar rakende cirkels. Beschrijf die cirkels. Gegeven een 
cirkel en een punt daarbuiten, Door het punt eene snijlijn te 
trekken, waarvan de cirkel eene koorde van gegeven lengte 
afsnijdt. Bepaling van raaklijn. Bewijs, dat de raaklijn lood- 
recht staat op den straal van 't raakpunt. Construeer de 
raaklijn, die door een gegeven punt buiten den cirkel gaat, 
Omtrekshoek is gelijk halve boog waarop hij staat. Theorema van 
Stewart, „De Vriend der Wiskunde” II, no. 221. Naar aanlei- 
ding daarvan: quadraat der bissectrix is gelijk aan het product der 
omliggende zijden, verminderd met het produet van de stukken 
der basis, „De V. d. W.” III, no. 221. Druk met behulp van het 
theorema van SrrewARrT de mediaan eens driehoeks in de zijden 
uit (no. 1224). Naar aanleiding daarvan : bepaal de meetkun- 
dige plaats van het punt P, als de som van de quadraten der 
afstanden van dit punt tot twee vaste punten A en B stand- 
vastig is. 

2. Stereometrie. 

Gevraagd: de meetkundige plaats van alle punten, die op 
gelijken afstand liggen van drie elkaar snijdende vlakken (4 
elkaar snijdende lijnen). Bepaling van drievlakshoek. Gene- 
tische en essentiëele bepalingen. Wanneer zijn twee drievlaks- 
hoeken gelijk en gelijkvormig. Congruentie en symmetrie. 

Is er symmetrie in ’t platte vlak? Waarom onderscheidt 
men dan in ’t platte vlak geen symmetrie en congruentie ? 

Bewijs: twee drievlakshoeken zijn gelijk en gelijkvormig , 
als ze de zijden gelijk hebben. Viervlakshoek,. Noem eigen- 
schappen. Ik noemde: som der zijden kleiner dan 360°, som 
der hoeken grooter dan 360° en kleiner dan 720°. Bewijs 
beide. In- en aangeschreven bollen. 

Gegeven: vier willekeurige elkaar snijdende vlakken. Hoe- 
veel bollen zijn er in ’t algemeen, die deze.vier vlakken 
raken. Hoe construeert ge het middelpunt van een omge- 
schreven bol. Vindt ge dat middelpunt ook, als ge vlakken 
aanbrengt, die de drie ribben van ’t grondvlak loodrecht 
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middendoor deelen ? Waarom niet? Hoe construeert ge den 
ingeschreven bol, een aangeschreven bol, een dakbol. Hoe- 
veel dakbollen? (Alles zonder figuren.) 

Hoe berekent ge ’t opp. van een boldriehoek ? Bowijs. Wat 
hebt ge nu meteen bewezen? (Som der hoeken > 180°.) 

Opp. bolveelhoek. 

Wat verstaat men dan door ’t sperisch exces, 


3. Gondometrie en Trigonometrie. 


Bewijs sin(a +5) =sinacosb +ecosasinb. Dit ging niet 
vlug genoeg. Toen bewees de examinator ’t voor me met 
behulp van ’t theorema van ProLemrus. Dit bewijs gold alleen 
voor scherpe hoeken eu daarna moest ik aantoonen, dat de 
formule voor willekeurige hoeken geldt. Daarna oplossen 
Cos 2 H- cos 4x J- COS Ox cos 8m =0. Dat was alles, 


4, Algebra. 


De examinator kwam terug op mijn schriftelijk werk en 
wel op den vorm met gebroken en neg. exponenten, die hem 
lang niet naar den zin was. Hoe moet men doen om zooveel 
mogelijk voordeel te trekken van de invoering van gebr. en 
neg. exponenten. (Ik antw, quotienten veranderen in produc- 
ten en worteltrekkingen in machtsverheffingen } 

Hoe komt men aan gebroken, hoe aan neg. exponenten ? 

mn m 
Bepaling van hen Bewijs a? = af. 

Gaat de eigenschap altijd door? Met welk voorbehoud dan? 
(Complexe wortels buiten rekening laten en voor ’t Ee 
wortels met ’t zelfde teeken nemen.) 

3 yy J-z2==100. Wat is dat? Los op. Op mijn op- 
merking, dat dat onmogelijk was, als er niet meer voorwaar- 
den gegeven waren, gaf de examinator ‚4 , # geheel en 
bovendien > 1. 


Ik loste op z & 13. 


Toen moest ik z — 13 substitueeren en kreeg toen 
3u J- 5y =I. 
Welke vereenvoudiging? (y is een 3-voud.) Het was on- 
mogelijk door geheele waarden aan de verg, te voldoen, 
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2 verg. met 2 onbekenden. 

Op hoeveel manieren op te lossen? Op 4. Welke? Waarop 
berusten die oplossingen? Op eigenschappen der vergelijkin- 
gen. Noem zulke eigenschappen. Bewijs, dat, als men de 
twee verg. optelt, aan de nieuwe verg. voldaan zal worden 
door de gemeenschappelijke wortels der eerste. Welke methode 
berust hierop? (door opt. en aftr.) Gaat de eigenschap van 
het verm. der beide leden met een gelijk getal altijd door ? 
Wanneer niet? En wanneer mag men dan wel verm. met 
een vorm, waarin de onbekende voorkomt, om breuken te 
verdrijven ? 

Is er op dit laatste geval nog weer eene uitzondering ? 


5 
> mt en 
Kunt ge een voorbeeld geven ? lk gaf: 3 Te EL =á BA 
(identieke vergelijking). Maak de vergelijking niet-identiek. 
x 4 
3 H- Ber Ax — Bea Geef den algemeenen vorm voor 


zulke vergelijkingen : 


ade tp); ele Obed 
ca + q cx + q 
Deze verg. moet dus opgelost worden zonder breuken te 
verdrijven door middel van vermenigvuldiging met den noe- 
mer der breuken. J. Murrer. 


BIBLIOGRAPHIE. 

J. C. Eerr, Repetitieboek der Wiskunde voor Inrichtingen 
van Middelbaar Onderwijs. Met ruim 100 vignetten. (120.) 
Culemborg, Blom & Olivierse. , . . Heteren 

Dr. A. BerrueM, Gz. en T. Nisenuuis, Rekoibden voor de 
lagere school. Voor zooveel noodig naar typen gerangschikt. 
Vijfde stukje. Vierde druk. 

Idem, Rekenkundige vraagstukken. Tweede Verzameling. 
Eerste stukje. Vijfde druk 

H, RAADERSMA, Lzn., Rekenboek der Lagere School. Vijfde 
stukje. 14e verm. druk. | 

Idem. Zesde stukje, 1le verm, druk. 
s-Gravenhage, Joh. Ykema, 1895. 
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Over het construeeren van meetkundige figuren. 
(Werkstukken.) 


In de meetkunde verstaat men onder een werkstuk het tee- 
kenen eener figuur, waarvan de zijden of hoeken, of andere 
lijnen aan gegeven voorwaarden moeten voldoen, en wel naar 
aanleiding van meetkundige eigenschappen, zoo dat de geldig- 
heid der uitvoering volkomen streng bewezen kan worden. 

De oplossing van elk werkstuk wordtin vier deelen ver- 
deeld, n.l.: de analyse, de constructie, het bewijs 
en de discussie. 

De analyse gaat uit van de gedachte, dat de gevraagde 
figuur gevonden is en ontwerpt eene overeenkomstige figuur , 
welke de analytische figuur genoemd kan worden. Uit deze 
zoekt men door toepassing van hulpconstructies en bekende 
stellingen gevolgtrekkingen op meetkundige eigenschappen te 
maken, zoodat daaruit het gevraagde als gevolg uit volgt of tot 
vroegere constructies teruggebracht (gereduceerd) wordt. 

De analyse is de kern der geheele oplossing. 


De constructie is het tweede gedeelte der oplossing van een 
werkstuk. Zij moet de punten, rechten of cirkels, welke door 
de analyse ter construeering opgegeven zijn, door eene teeke- 
ning uitvoeren. 


Op de constructie volgt het derde gedeelte der oplossing , 
n.l. het leveren van het bewijs, dat door de constructie eene 
figuur verkregen is, welke voldoet aan de gestelde voorwaarden, 
d.i. dat de lijnen en hoeken in de figuur de gegeven grootte 
hebben. | 

Het bewijs sluit onmiddellijk aan de constructie aan en 
maakt daarom alle gevolgtrekkingen in omgekeerde volgorde 
als in de analyse, 


De discussie (bespreking of bepaling) is het vierde gedeelte 
der oplossing van een werkstuk. Zij onderzoekt of het werk- 
stuk met de gegevens is op te lossen of niet, of meer oplos- 
singen dan eene mogelijk zijn, of onder bijzondere voorwaar- 
den de oplossing eene wijziging toelaat. Zij vergelijkt onder- 
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ling de voorwaarden van de wijzigingen, welke voorkomen, en 
de mogelijkheid der algemeene oplossing. Daardoor worden 
de grenzen, binnen welke het werkstuk algemeen, enkelvoudig 
of meervoudig, gewijzigd of in het geheel niet opgelost kan 
worden, nauwkeuriger vastgesteld. 

Het onderzoek, hiertoe noodig, is zeer leerrijk en ontwik- 
kelend wat betreft het inzicht in den samenhang tusschen de 
gegevene en gezochte grootheden, alsook tusschen de gegevene 
alleen. Op dezen grond moet de discussie als een verheven, 
belangrijk deel der oplossing aangemerkt worden. 





De methode der meetkundige plaatsen. 


Onder eene meetkundige plaats van een punt verstaat men 
de verzameling van alle punten, welke eene ‘verlangde eigen- 
sohap bezitten. Voor de meetkundige analyse breidt men dit 
begrip uit en verstaat men er iedere rechte of iederen cirkel- 
omtrek onder, waarin dat punt overeenkomstig eene bepaalde 
eigenschap liggen moet. Is men in staat uit de gestelde voor- 
waarden der opgave voor een gezocht punt twee meetkundige 
plaatsen te bepalen, dan is het snijpunt dezer beide meet- 
kundige plaatsen het gezochte punt, zoodat men, als de beide 
meetkundige plaatsen rechte lijnen zijn, één, als echter eene 
meetkundige plaats of beide meetkundige plaatsen cirkels zijn, 
in het algemeen twéé punten verkrijgt, welke aan de gestelde 
voorwaarden voldoen. | 

Maakt men nu bij de oplossing van een werkstuk gebruik 
van meetkundige plaatsen, dan zegt men, dat de methode der 
meetkundige plaatsen toegepast wordt. 


Voorbeelden. 


1. Men vraagt een punt te bepalen, dat van twee gegeven 
punten op gelijken afstand en van een derde gegeven punt op 
een gegeven afstand verwijderd ós. 


Er zijn dus twee punten A en B, een derde punt C en 
eene rechte a voor den gegeven afstand gegeven. 
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Analyse. Bij de analyse laat 
men eerst de voorwaarde, dat het 
gezochte punt op een afstand gelijk 
a van C moet liggen, weg. Hier- 
door wordt de opgave onbepaald ; 
men verkrijgt nu voor de punten, 
welke aan de eerste voorwaarde 
voldoen , ééne meetkundige plaats, 
nl. de middelloodlijn DE op AB. 
Op DE moet dus ook het punt 
liggen, dat in de oorspronkelijke 
opgave gezocht wordt. 

Laat men daarentegen de zoo even er bij behouden voor- 
waarde weg, verlangt men dus alleen, dat het gezochte punt 
op een afstand gelijk a van het gegeven punt C ligt, dan 
verkrijgt men eene hiermee overeenkomende tweede meetkun- 
dige plaate, nl. den cirkelomtrek uit C met a als straal be- 
schreven. Dewijl nu het gezochte punt op elk der beide meet- 
kundige plaatsen moet liggen, zoo kan het slechts een punt 
zijn, dat op deze beide lijnen ligt. 

Constructie. Vereenig A met B, deel AB in D midden- 
door, richt DE _L AB op, beschrijf uit C met « als straal den 
cirkel, dan voldoet elk punt P, dat deze cirkel met de lood- 
lijn DE gemeen heeft, aan de vraag. 

Bewijs. Vereenig P, met A, B en C, dan is CP, =a, 
als straal van den cirkel uit C beschreven; in A ADP, en ABDP, 
is AP, == BP,, AD == BD en / ADP, —= / BDP, — 90° 
volgens constructie, dus AADP, 2 ABDP,, zooat AP, = BP. 

Evenzoo is AP, =BP, en CP, za. 

Discussie. Er zullen twee oplossingen zijn, als de cirkel 
uit C met a als straal beschreven de loodlijn DE in twee 
punten P, en P, snijdt, er zal slechts eene oplossing zijn, 
als die cirkel de loodlijn in één punt P raakt, en er zal geen 
punt aan de vraag voldoen, als die cirkel met de loodlijn 
geen enkel punt gemeen heeft. 

Laat men uit C de loodlijn CF 1 AB neer, dan zal men 


2 oplossingen voor a ) DF 
1 oplossing „ az DF 
en geen „ „ « {< DF hebben. 
De Vriend der Wiskunde. XL. À 
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2, Men vraagt een punt te construeeren , dat van twee ge- 
geven evenwijdige lijnen en van eene derde lijn, welke de eerste 
twee snijdt, evenver af ligt. 


Laat AB en CD de ge- 
geven evenwijdige lijnen en 
EF de derde lijn zijn, welke 
AB in E en CD in F snijdt. 

Analyse. Laat weder eerst 
eene der gestelde voorwaar- 

den weg en bepaal de meet- 
kundige plaats van die punten, welke aan de overige voor- 
waarden voldoen. Alle punten bv. welke evenver van AB als 
EF verwijderd zijn, liggen op eene der twee bissectrices der 
LL AEF en BEF. Evenzoo liggen alle punten, welke even- 
ver van CD als EF verwijderd zijn, op eene der twee bissec- 
trices der // CFE en DFE, 

Een punt, dat aan de gestelde voorwaarde voldoen zal, 
moet dus gelijktijdig op eene der beide eerste en op eene der 
beide laatste bissectrices liggen, d.i: het is een snijpunt eener rechte 
van het eerste stelsel met eene rechte van het tweede stelsel. 





Constructie. Deel / AEF en / BEF middendoor, deel ook 
/. CFE en / DFE middendoor en bepaal een der snijpunten 
G of H van eene der eerste bissectrices met eene der laatste, 
dan voldoen G en H aan het gevraagde. 


Bewijs. Laat uit G de loodlijnen GI op EF, GK op CD 
en GL op AB neer, dan is in A GLE en A GIE / GEL = 
LGEI, L=—=/ I==90° en GE—=GE dus AGLEZ AGIE, 
dus zijn de overeenkomstige zijden GL en GI aan elkaar gelijk. 
Evenzoo is AGKFZ2 A GIF, dus ook GI—= GK, derhalve 
GI=GK=GL, d.i, G ligt evenver van AB, CD en EF af. 


Discussie. Men verkrijgt steeds twee en slechts twee punten 
G en H, welke aan de vraag voldoen , dewijl elk der bissec- 
trices van het eene stelsel de bissectrix van den. bijbehoorenden 
binnenhoek aan dezelfde zijde der snijĳlijn snijden moet, terwijl 
elke twee bissectrices van verwisselende binnenhoeken aan 
elkaar evenwijdig zijn. 
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Opmerking. Im de analyse werd van de drie rechten AB, 
CD en EF eerst CD en daarna AB buiten beschouwing ge-= 
laten. Evengoed had ook de derde rechte EF een keer buiten 
beschouwing kunnen blijven. Men zou dan als eene derde 
meetkundige plaats de evenwijdige rechte bekomen hebben, 
welke op gelijken afstand van AB en CD ligt. Men ziet ge- 
makkelijk in, dat deze derde meetkundige plaats de beide 
stelsels van bissectrices in dezelfde punten G en H, welke 
boven gevonden zijn, snijden moet. 


Dat men zooals hier van meer dan twee meetkundige plaatsen 
gebruik maakt komt meermalen voor. Daar men echter slechts 
twee meetkundige plaatsen noodig heeft, zoo kan men zulke 
gevallen naar verkiezing — of beter nog naar dat zulks het 
doelmatigst uitkomt, hetzij voor de praktische uitvoering der 
constructie, hetzij voor de gemakkelijkheid van het bewijs, — 
eene keuze doen, waarbij men zoovele verschillende oplossin- 
gen der opgave vindt, als er gevallen, waaruit men kiezen 
kan , mogelijk zijn. 

Pee dikwijls, vooral bv. bij constructies van driehoeken en 
cirkels, bevat de gegeven opgave drie voorwaarden ; er zijn 
dan in het algemeen drie meetkundige plaatsen en dus ook 
drie wijzen (methoden) van oplossing, daar men de eerste 
meetkundige plaats met de tweede, of de eerste met de derde, 
of de tweede met de derde verbinden kan. In zooverre ieder 
dezer methoden dezelfde aan de opgave voldoende punten 
leveren moet, verkrijgt men. telkens nog eene eigenschap , 
welke zegt, dat die drie meetkundige plaatsen elkander in een 
en hetzelfde punt (of in meer zulke gemeenschappelijke pun- 
ten) snijden ‘moeten. Dergelijke gevallen zijn bekend. Moet 
bijv. het punt gevonden worden, dat van de 3 hoekpunten 
eens driehoeks evenver af ligt, dan zijn de drie meetkundige 
plaatsen de drie middelloodlijnen der zijden des driehoeks; 
deze snijden elkaar in een en hetzelfde punt, en om het laatste 
te kunnen econstrueeren, kunnen twee dezer middelloodlijnen 
gebruikt worden. Het gevonden punt is het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel des driehoeks. 

Evenzoo kan men twee der drie bissectrices der hoeken 
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kiezen om het punt te construeeren , dat evenver van de drie 
zijden ligt, d.i. het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
des driehoeks. (Wordt vervolgd.) 


Iets over wederkeerige vergelijkingen. 
Naar aanleiding van de nos. 1188 en 1189, blz. 26, 


Vergelijkingen van den vorm: 
ans + bz? H-br Jaz=0 
act k bas HJ ea? J- bx Ja =0 
ax? Tare ne ne 


waarin de voëffieienten in eene bepdoide be losdartaarin 
worden wederkeerige vergeliĳkingen genoemd. 

Zij bezitten de eigenschap, dat de eene helft der wortels 
het omgekeerde is der andere helft. 

De oplossing der wederkeerige vergelijkingen behoort tot de 
hoogere algebra; doch ze kunnen tot eene tweedemachtsver- 
gelijking teruggebracht worden, als ze niet hooger dan van 
den 5-den graad zijn. 


Voorbeeld. Zij de wederkeerige vergelijking van den vierden 
graad ant bas Jen? Hbr a=0 
op te lossen, 

Deelen we haar pe da*, ij den men 


1 
A EEG 
1 
2 _ en je nn 
of É (1) + ET Gt AD 


Stel hierin 
eig dan is (e+) =d dT 2 =y* 
waaruit vr + 5 =y—2. 
Substitueer deze waarden in (Ì), dan heeft men: 
en 9) +2 vez +. Is 2=0. 


Deze tweedemachtsvergelijking in y is op te lossen. We 
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vinden dan 2 waarden voor y,‚ welke in de vergelijking 


e+ B y gesubstitueerd elk 2 waarden voor © geven. 


5 
Toepassing. x* — 5 3 + 105 z — be vJ-1=0. 
Deelen we deze vergelijking door z?, dan verkrijgen we 
5 1 1 
2 ei =e eee ef B pi 
v 55? + 105 Orne hale 0 
1 5 1 1 
of (att) og (ets) +100 sE 
1 ì 1 
Stel LL =y, dan is x? n= y? — 2 en wordt (1) 
na substitutie dezer waarden 


5 1 5 1 


. 1 1 
waaruit y= 3; en 2, zoodat 


3 2d 
1 dL est 
etl3je ele 


nt l=0 safi 
1 
waaruit v=J-3 en +3 en z—=J-2 en +5 


1 
dus is 2, = 3, 2, = tz % =J-2 en =t5: 


Als de wederkeerige vergelijking van den derden of van den 
vijfden graad is, dan bevat zij een factor (x J- 1) of (# — U, 
waardoor zij gedeeld kan worden. Men bekomt dan eene ver- 
gelijking van den tweeden graad of eene wederkeerige verge- 
lijking van den vierden graad, welke laatste op de boven 
aangewezen manier kan worden opgelost. Zulk eene verge- 
lijking heeft dus altijd een wortel #—= J1 of z=— E 

Nemen we de wederkeerige vergelijking van den vijfden graad 

z3 Hart J-ba3 Jba? Jant 1=0 
waarvoor we schrijven 
(23 4-1) Har (a? +1) + bx? (2 +1) =0 
dan zien we, dat elk der termen door (x + 1) deelbaar is, 
zoodat uit # +1 =0 volgt == — 
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Nemen we de vergelijking 
os — art J-br3 — bar? Har —l==0 
dan kan men schrijven 
(r5 — 1) — ar (#3 —1) + br? (1 — 1) == 0 
welke door (x—- 1) deelbaar is, zoodat # = +1. 
Heeft men de wederkeerige vergelijking van den derden graad 


xs Har? Jar d-1=0 


dan kan men daarvoor schrijven 


(23 +1) + ar (re -1)=0 


welke deelbaar is door (w@ + 1), zoodat # = — 1. 


Heeft men LI — AN? Jarl =0 
dan heeft men ook (#3 — 1) — ax (rz —1)—=0 
welke deelbaar is door (@ — 1), zoodat z = +1, 

Voorbeeld. 3 +85? J3,5x J1==0 
of (e3 +1) H 3,52 (w +1) =0 

(wt 1) {rt rd 135 —=0 
xJ1=0 en #° H2,5pJ-1=0 


waaruit == —l,z=—=—0,5 en —2, 
zoodat #,= —1, x, =-—0,5 en #; =—2. 
Voorbeeld. o5 — 6 J- 843 — 812 J 6 —1 =0 


(25 — 1) — 6x (13 — 1) J- 81? (wv — 1) =0 
(z —1) | vids dart — 6e (22 J-ad-1) J 82? | kl 


a——1=0 en of — 53 J- 32? — De J-1=0 
=d DI 
5 1 
Zed Ee a 
zv ov +3 © md 


1 
(er) bets) +30 0 
1 &, s Ee Te 
Stel ne == Y, dan is eit 2 en (1) wordt 


. To ea 
t tee Ld 
waarul y 5 5 21 


ol pk 


10 en Je 
dus rj =d Val en En 21 
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waaruit: v=hotv2t)tj (B0410 vr 21) 

en riot Eg B0— 1072) 

zoodat z, =J 1; mkb 2) + IOF 2D; 
0 ziet OBD: 
melb HOE ZI; 


1 REN 40E 
r=76 2D 10E — 21. 


Verslag van een mondeling examen Wiskunde L. O0. 1895. 
Planimetrie. 

1. Wat zijn overeenkomstige hoeken ? 

2. Bewijs, dat twee lijnen, die z00 door een derde ge- 
sneden worden, dat de overeenkomstige hoeken gelijk zijn, 
elkaar nooit zullen ontmoeten. 

3, Door hoeveel gegevens is een veelhoek bepaald? (Op 
eenige wijzen de formule bewijzen.) 

4. Ken vierhoek? Een trapezium? Een zeshoek ? 

5. Hoeveel diagonalen in een „n-hoek ? In een zeshoek ? 

6. Kunt ge dus een zeshoek construeeren, als de diagonalen 
gegeven zijn ? (Schertsend.) 

7. Construeer dan maar een trapezium, als de evenw. zijden 
en de diagonalen gegeven zijn. 

8. Op verschillende manieren den inhoud van een trapezium 
berekenen. 

9. Een trapezium middendoor deelen door een lijn, evenw. 
aan de evenw. zijden. 

10. Die lijn construeeren. 

11. Kan om een trapezium een cirkel? Wanneer wel ? 

12. Kan in een trapezium een cirkel? Wanneer wel ? 

13, Wanneer kan ó en om een trapezium een cirkel ? 

14. Bewijs het theorema van ProLEMEUS, 

15. ‘Welke formule kent ge voor den inhoud van een 
koordenvierhoek ? 

16, Hoe vindt men die? (Alleen den weg aangeven.) 
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17. Formule om de diagonaal in de zijden uit te drukken. 

18, Leid de formule voor den inhoud en den omtrek des 
cirkels af. 

19. Op een lijn een punt bepalen, zóó, dat het verschil 
der tweede machten der twee stukken, waarin de lijn verdeeld 
wordt, gelijk is aan een gegeven vierkant. 

20. De meetkundige plaats der punten, waarvan het ver- 
verschil der vierkanten van de afstanden tot de uiteinden van 
een gegeven lijn constant is. 

21. De meetkundige plaats der punten, waaruit men ge- 
lijke raaklijnen trekt aan twee cirkels. 

Algebra. 

1. Hoe verdeelt men de getallen ? 

2. Waar ontmoet men de onmeetbare getallen? (In de 
meetkunde.) ’ 

3. Bewijs, dat 717 onmeetbaar is, | 

4. Eigenschappen bewijzen voor onmeetbare getallen, b.v: 

Vaxyvb==\vbX ya. 

5. Welke geheele positieve waarden voldoen aan de vergel. 
8x J- 15y == 36. 

(De vergelijking moest worden vereenvoudigd tot deze andere: 
2vJ-5wz3.) 

6. Oplossen: 8x + 15y = 36 en 7x J- 3y = — 9. 

1. De eigenschappen bewijzen, waarop de oplossing berust: 

Men mag een vergelijking met een getal vermenigvuldigen. 

Men mag twee vergelijkingen optellen. 

8. Methoden van oplossing aangeven. 

9. Wat is de modulus van een logarithmenstelsel ? 

10. Hoe vindt men dien modulus ? 

11. Eigenschappen van logarithmen bewijzen, b.v: 


log 7 == log a —log b, enz. 


Gonio- en Trigonometrie. 
1. Oplossen : sin  — cos x — 0. 
2. Oplossen: 
COS 7 J COS? w + COSÌ oteos* # — sin zt-sin? ad-sin? print z. 
3. Wat is het problema van SneLvius? Uitwerken, 
4, Waarom is — tg (b — a) = tg (a — b)? 
5. Is ook — cos (b — a) == cos (a — b) ? 
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Stereometrit. 


1. Gegeven een schuine lijn op een vlak. Hoeveel hoeken ? 
Welke is de kleinste? Bewijs. 

2. Gegeven twee elkaar snijdende vlakken. Bewijs, dat 
de hoek, gevormd door een willekeurige lijn in ’t eene vlak 
en hare Broldetid in t andere, kleiner is dan de standhoek. 

3. Hoe groot is de som der hoeken van een drievlakshoek ? 
(Bewijzen met behulp van 2.) 

4. De meetkundige plaats bepalen van alle punten, die op even 
groote afstanden liggen van de zijden van een drievlakshoek ? 

5. De meetkundige plaats bepalen van alle punten, die even 
ver verwijderd zijn van twee snijlijnen. 

6. Wat is een piramide ? 

7, -De zes ribben van een driezijdige piramide worden midden- 
door gedeeld. Men verbindt de middens van de overstaande 
ribben. Wat weet gij van deze drie verbindingslijnen ? 

8. Wat is een kegel? Wat is een kegelvlak ? Snijvlak ? 
Raakvlak ? 

9. Uit een punt buiten een kegel twee raakvlakken con- 
strueeren aan den kegel. Waar ligt het punt, als er slechts 
één raakvlak is? Waar als er meer dan twee zijn ? 


In dit verslag vindt men de meeste vragen, welke mij ge- 
daan zijn. Andere groepeerden zich om deze, zoodat men van 


het eene tot het andere kwam. — Aan de verslagen , welke 
„De Vriend” reeds mededeelde, heb ik veel te danken. 
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Akte-Eramen Wiskunde Nederlandsch-Indië , 
Augustus 1895. 


I. Meetkunde. 


1. Als de stralen der 3 aangeschreven cirkels van een A 
zieh verhouden als 2:3:6, bepaal dan de verhouding der 
zijden. | 

2. Van een regelmatigen vijfhoek is de diagonaal —= 4. 
Bereken daaruit den straal van den omgeschreven cirkel en 
den inhoud. 

3. De constructie aan te geven van een rechthoekigen A, 
als daarvan de inhoud en de omtrek gegeven zijn. 

4. In een A ABC worden de hoogtelijnen AD, BE en CF 
getrokken. Het snijpunt der hoogtelijnen is S, terwijl DE de 
lijn CF in G snijdt. Bewijs, dat CF in S en G harmonisch 
verdeeld is. 

5. Als men uit een punt van den omtrek eens cirkels lood- 
lijnen op de zijden van een ingeschreven A trekt, zullen de 
voetpunten dezer loodlijnen in een rechte lijn liggen. Bewijs dit. 

(Bij no. 3, zoo mogelijk, de constructie uit de herekening 
afleiden.) 

IH. Stelkunde. 
1. Bereken door logarithmen : 
B (log 0,45697)5 
P0,0007 
2. ‘Ontbind in factoren van den eersten graad: 
3 (#3 — 1)? + 482% + 141. 

3. Iemand koopt 3 soorten potlooden, in het geheel 2 
dozijn, voor 104 cent. Hij heeft nu potlooden van 10 ct., 
van 5 et. en van 2 ct. het stuk. Hoeveel kan hij er van 
elke soort gehad hebben ? 

4, Bewijs, dat de som van 2 getallen deelbaar is op de 
som van gelijknamige oneven machten dier getallen. 

5. Binnen een. hoek is een reeks van cirkels beschreven, 
die elkaar in de beenen aanraken. De straal van den grootsten 
cirkel is 7, en de afstand ven zijn middelpunt tot het hoek- 
punt a. Tot welke limiet nadert de som van de oppervlakten 
der cirkels, als hun aantal onbepaald aangroeit ? 
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De vergelijking van den eersten graad met eene 
onbekende. 
1. Eene vergelijking van den eersten graad met eene on- 
bekende kan altijd herleid worden tot den vorm ar=—=b;, 


: b e 
waaruit volgt dat r = „‚ waarin de letters a en b de plaats 


innemen van bekende waarden, hetzij positief of negatief of 
zelfs nul; ieder van hen kan bovendien een veelterm voorstellen. 
De waarde, die # verkrijgen kan, willen we bespreken. 


2. Als a niet gelijk is aan nul, heeft men voor # altijd 
eene waarde, hetzij positief, negatief of nul, welke voldoet 


aan de vergelijking aï —=Ù, 
3. Als a gelijk is aan nul, heeft men 
b 


de vergelijking wordt dan 0 X 1 == 6. 
Zij kan dus aan niet eene eindige waarde van # voldoen. 


Dus duidt : de onmogelijkheid aan. 


4, De uitdrukking : wordt voorgesteld door het teeken oo , 


dat het symbool is van het oneindige. 

We merken hierbij op, dat, als eene eindige grootheid suc- 
cessievelijk gedeeld wordt door grootheden, welke al kleiner 
en kleiner worden en tot nul naderen, dat dan de quotienten 
al grooter en grooter worden en tot het oneindige naderen. 


Als b negatief is, wordt de uitdrukking 2 ZZ —0. 
5. Als a en b beide tegelijk nul zijn, heeft men 
0 
LL == 0 5 
de vergelijking wordt dan inderdaad 0 Xx 0, maar, elke 


eindige waardige van z vermenigvuldigd met 0 geeft O tot 
uitkomst; dus is de vergelijking waar, welke waarde z ook heeft. 


Dus is 5 het symbool voor de onbepaaldheid. 


6. Het symbool 0 duidt niet altijd de onbepaaldheid aan, 
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want het kan voorkomen, dat een gebroken vorm deze ge- — 
daante aanneemt voor zekere waarden der onbekende en niet 
voor andere, en wel omdat er in den teller en in den noemer 
een gemeenschappelijke factor voorkomt, die voor een der 
waarden van # nul wordt. Door dezen factor te verdrijven 
heft men de onbepaaldheid op. 








_ dy —8 nee 
Voorbeeld. 1) Als rz = ee 0) dan is # = g voor de 
waarde y= 2. Maar men kan voor de breuk schrijven : 
4(y —?) 
Zg, en als men nu teller en noemer door 
ÍTEWy—2) 
den gemeenschappelijken factor y — 2 deelt, vindt men dat 
Ls is, 
Ta — 21 0 
2) Als == Cr dan wordt Li voor a—= 8; maar 
7 7 (a —3) 
men kan voor de breuk schrijven # == (3 3)? ‚ en door nu 
teller en’ noemer te deelen door (a —3), verkrijgt men 
D= ERK waaruit men ef vindt voor a —=8. 
a—3 0 


aha? 0 a 
3) Als Penn wordt =voor a=g. 


Maar teller en noemer der breuk zijn deelbaar door a — gy, 
dus wordt na die deeling 
2 2 2 3 
or eP EL t V et AO 5 voor amg. 





ady 2a 


Een algebraïsch Vraagstuk. 
Uit de vergelijkingen 
an +by ee =l, ar Jby Heze =l, 
ar J-by Jee zl, ar d-by Herzl, 
leidt men af 


re yy ze 
Dö sch eeb MIE STAD REE bn 
a—d bb Pf 


Il YE — ye a ny yr 
De lezer(es) losse het op! 
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Een vraagstuk, dat aanleiding geeft tot een volledige 
onbepaalde vergelijking van den Zen graad 
met 2 onbekenden. 


Een zeker jaartal in onze eeuw heeft de volgende eigenschap. 
Men neemt de som zijner cijfers; vervolgens telt men het 
cijfer der duizendtallen, het product van de cijfers der hon-= 
derdtallen en tientalien, en het cijfer der eenheden samen ; 
het product dezer beide sommen levert het jaartal weer op. 
Welk jaartal wordt bedoeld ? 


Oplossing. 


Stelt men het cijfer der tientallen z en dat der eenheden y, 
zoo heeft men de vergelijking : 
(9 Hard) (1 + Bz 9) = 1800 J 10w Jy 
of uitgewerkt 
8a2 H- Izy Jy? H 73% + LOy 4 9 — 1800 + 102 + y 
8x? J- zy Hy? J- 63 HI — 1791 =0, 
waaraan nu door geheele positieve getallen kleiner dan 10 of 
door O moet worden voldaan. 
Rangschikt men de verg. naar y en lost men dan deze 
letter op, zoo heeft men: 
ye dI(ehl)y (8x? + 63x — 1791) = 0 
valet ee (82? J 63z — 1791) 


Dh 
EN 5 lekte 49 En 1245 
Alleen het teeken + vóór het wortelteeken komt in aan- 
merking , dus 


ys ED Gr (dot — 90 + 7245) .. (1) 


Aangezien y een geheel getal voorstelt, zoo moet 49x° — 
90x +-7245 voor de gezochte waarden van x een volkomen 
vierkant zijn. Daar #—0 blijkbaar niet voldoet, zoo hebben 
wij nu de vraag op te lossen : 

Welke geheele positieve getallen kleiner dan 10 maken den 
vorm 49m? — Wx 4 7245 tot een volkomen vierkant 
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Wij stellen daartoe 
49a2 — JO H 7245 = (Ty J-2)°, 
waarin z een geheel getal beduidt. 
Bij herleiding heeft men 


49? — Op H 7245 —= 49? H 14 rz tz? 
(14z J- 90) 2 = 7245 — 22 

1245 — z? 
142 J- 90 
Elke aangenomen waarde voor z bepaalt nu voor z een getal, 
dat den vorm 49m? — 90x +- 7245 tot een vierkant maakt. 
Maar, zooals reeds gezegd is, « en z moeten geheele getallen zijn. 
Uit (2) volgt nu, daar « positief en kleiner dan 10 is, 
en de noemer even is, dat ze positief en oneven moet zijn. 
Wij stellen dus z—= 2p J- 1, waarin p geheel en positief is, 

waardoor (2) overgaat in 


_ 4245—4p?—4p—l _ 7T244—4p—4p _ 1811—p*—p 
| 28pd-144-90 TT 2BpH104 T  Tp-26 
De vraag is nu teruggebracht tot deze : 


RES ERN: 1) 


ps 





(3) 


Welke geheele positieve getallen maken den vorm Es 
tot een geheel positief getal, kleiner dan 10? 

Om dezo vraag te beantwoorden, vermenigvuldigen wij den 
teller der breuk met 7? en herleiden haar dan door deeling 
tot een gemengden vorm, zóó dat de teller der bijkomende 
breuk onafhankelijk van p wordt. De vermenigvuldiging met 
12 geschiedt. om bij de deeling steeds geheele coëfficienten 


te krijgen. Aldus 


_—_49p? — 49p + 88739 __ 88245 
88245 


Kiezen wij nu de waarde van p zoo, dat een ge- 


Tp J- 26 
heel getal is, zoo zal — 49p? — 49p + 88739 voor die waarde 
van p door 7p + 26 deelbaar zijn en tevens den factor 49 be- 
houden, aangezien 7q +26 geen 7-voud is; x wordt dus 
dan een geheel getal. Om zoo'n waarde te vinden, schrijven 


wij alle deelers van 88245 op; deze zijn 


a defin dl 
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1,3,9,5, 15, 45, 37, 111, 338, 185, 555, 1665, 53, 
159, 477, 265, 795, 2385, 1961, 5883, 17649 , 9805 , 
29415 , 88245. 

Vervolgens probeeren wij, welke dezer getallen, met 26 
verminderd, een 7-voud opleveren; wij vinden dan, dat alleen 
159, 2385 en 9805 voldoen. Dus hebben wij 

L Ip 26= 159 


Ip = 133 
p= 19. 
1811 — 361 —19 _ 1431 
Uit (3) volgt dan: 4 = EAD aoe A59 = 9, 
Verder z=2X19J1=389 
en uit (1) y= — 45 +563 J- 39) —= 45 +1 =6. 
Het gevraagde jaartal wordt dus in dit geval 1896. 
IL 7p + 26 = 2385 UL. 7% 26 == 9805 
Tp —=2359 Up= 9779 
p — 337. p — 1397. 


In deze gevallen worden echter de waarden van negatief, 
zoodat zij niet in aanmerking komen. 
Opmerkingen. a. De methode, die wij toegepast hebben, 


1811 —p? —p 
Tp + 26 tot een geheel getal te maken, 
71245, — 2° 


hadden wij ook onmiddellijk op de breuk 142 + 90 uit (2) 


om den vorm 


kunnen aanwenden. Wij zouden dan hebben 
— 19622 + 1420020 


1 an 

ks 142 + 90 
of 1967? eddie 
of gas et a 


Wij zouden nu alle deelers van 352980 moeten opschrijven, 
welk aantal veel grooter is dan het aantal deelers van 88245, 
zoodat de beproeving meer werk zou vereischen. 
bh. De aandachtige lezer heeft in dit leerzame vraagstuk 
kennis gemaakt met de oplossing van 2 merkwaardige vraag- 
stukken, en wel 
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le. om den vorm a?@ + br Je voor zekere waarden van x 
tot een volkomen vierkant, of zooals men ook wel zegt, den 
vorm WV (a?o? J- be HC) rationaal te maken ; 

2, de geheele getallen voor & te vinden, die den vorm 


âe U zin Ees NN Te 
Pe dq 

waarin a, benz, geheele getallen voorstellen, tot een geheel 
getal te maken. 

Het eerste vraagstuk wordt opgelost door te stellen 

ata? Hb Je —= (ar + 2)? 
waaruit volgt a°x? + br Hea? J 2age Jz? 
(b — 2ae) er =et —C 

zie 
be Zae 

Elke waarde van z bepaalt nu een waarde voor #. Deze 
gevonden algemeene waarde in den gegeven vorm substituee= 
rende, vindt men 


(ret zi Ste) of (A 


EL em 


b — 2az 
— az? + be — ac 
ot b — 2az js ° 


Hieraan sluit zieh de vraag, welke waarden van « van den 
vorm ax? J- bre? tot een volkomen vierkant maken. Wij 


stellen dan ‚ar? + bw Jc? — (er Jc)? 
waaruit volgt ar? + ba HC? =eta? + Zeeg J- C? 
2cz — b 


DSO en Hes ES 
a—gz? 


Deze laatste Den: maakt den gegeven vorm tot 


2cz° — be Hac — ez? \?° 

(En a te) of ( a—gz? ) 
ee 
R(n 


waarin men voor 2 maar een willekeurig getal behoeft aan 
te nemen. 
Het 2e vraagstuk wordt opgelost, door te schrijven, als 
men de breuk gelijk aan y stelt: 
n_ ape +bp er T Lat ak ARD 
PI pe + q 2 
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en vervolgens het 2e lid te herleiden tot 
n—l n—2 m! 
ac bx Ue 
Ee tE 
waarin dan wederom a’, b' enz geheele getallen zullen zijn. 
Door nu alle deelers van m' op te schrijven , beproeve men, 
welke van die deelers met q verminderd een p-voud zijn; men 


vindt daardoor de gezochte waarden van z. 
‘s-Hertogenbosch, Januari 1896. P, J. Bos. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 


322, Bewijs, dat twee rechthoekige trapeziums gelijkvormig 
zijn, als ze een scheeven hoek gelijk en de diagonalen 
evenredig hebben. VN: 


Oplossing. 


Als van de twee rechthoekige trapeziums ABCD en A‚B‚C,D, 
ERA A nes =P D= 905, ZL. ABC = / A,B;C, en 
AC:A,C, = BD:B,D, is, moet men onderzoeken, of deze 
trapeziums gelijkvormig zijn. 


Neem op BD een stuk 
BD, =B,D, en trek D,C, 
|| DC naar BC en D,‚A, (/ 
DA naar AB, dan is 

A,BC,D,  A,B,C,D,. 

Verder volgt uit de figuur : 

AC:A,C, = BD: BD,, 
terwijl gegeven is: AC:A,C,=BD:B,D,. 

Daar deze 2 evenr. den len, 3en en 4en term gelijk heb- 
ben, is A,C, =A,C,. 

We moeten nu onderzoeken , of de rechth. trap. A,B‚C,D, 
en A,B‚C,D,, die de diagonalen en een scherpen hoek ge- 
lijk hebben, congruent zijn, want alleen in dit geval is 
A,B‚C,D,m ABCD. Als we C,E, Ll A‚B, en C,E, L A,B 
trekken , wordt A B,C,E, 2 A BOE, 

De Vriend der Wiskunde. XL 5 
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Hieruit volgt, dat de ver- 
houdingen B,C, : A,D, en 
BO, : A‚D, gelijk zijn. 

Zij verder : 

Bron MBG en 
AD, _ AD, PS 
B‚D, =BD, =a en A,C,==A,0, =d. 

Als wenu A,D, =z en A,D, =y stellen, wordt B‚C, = pz 
en BO; == py. f 

We leiden nu gemakkelijk af: 

AB, Z=A,E, +E,B, 
of v/ (B,D,? —A,D,?) 
=V(A,C,* —A,D,®) Hr (B,C,? —C,E,?) 
of v(a? —a) rv (b2 —e?) Hy (p?a? — 2)... (1) 
Op gelijke wijze vindt men: 
vla gd (b gy) Hr (p°yt —y*) (2) 

De vergel. (1) en (2) kunnen uit elkaar afgeleid worden, 
door z en y met elkaar te verwisselen. 

Als dus de vergel. (1) en (2) slechts één bestaanbaren wortel 
hebben, zijn de trap. A,‚B‚C,D, en A,BC,D, congruent, 
wat niet het geval behoeft te zijn , als de vergel. (1) en (2) 
meer dan één bestaanbaren wortel hebben. 

Uit vergel. (1) volgt: 

Vv (ple? =p (a? —2?) — yv (bt —«?) 





en KA 
(p°—l)e? Zat bit jat (at db)? atb? |, 


tt — (a*+b°)z? dab? 





p'HD et — (ab) = 2 





DE A er 
pr FDet (a? +5) (pt + Iet (at Hb) = 
Ant —4(a? Hb)? + 44°6? 

of na behoorlijke herleiding : 
w*H pt —3) zb 2 (a? Hb?) (p?— Det (atb)? = 0.(3) 
Deze vergel. oplossende, vindt men: 


HDV Varbept aat (pt) 


xt? 
wp? +3) (p? — 1) 


(4) 
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Discussie. 1) Daar p*) 1 en a)b is, is in vergel.(3) de 
coëötficient van xt positief, die van #? negatief en de bekende 
term weer positief. Hieruit volgt, dat de 2 waarden, die 
men voor z? vindt, beide positief of imaginair zijn. 

We kunnen hierbij 3 gevallen onderscheiden : 


a) Als a?b°p? jat —a?5? + b4 
3 3 


a b* 
of Pat paar maa rtiere GQ) 
is, vindt men voor #? twee ongelijke positieve waarden 
en voor x twee ongelijke positieve 
en twee ongelijke negatieve waarden. 


De trap. A,B‚C,D, en A,BC,D, behoeven dan niet con- 
gruent en A,B‚C,D, en ABCD niet gelijkvormig te zijn. 


b) Als a?b?p? — at — a?b? + b® 
ar 40: 


of ne bakten amen Ll (6) 

is, bekomt men voor z? twee gelijke positieve waarden 
en voor z twee gelijke positieve 

en twee gelijke negatieve waarden. 


Daar de negatieve waarden niet voldoen, zullen in dit ge- 
val de trap. A,B‚C,D, en A,BC,D, altijd congruent en de 
trap. A,B,‚C,D, en ABCD altijd gelijkvormig zijn. 


c) Als a?b?p? (a* — a?b2 + b4 
Bern 0 
ar! Ì ee (7) 


is, vindt men voor z? twee ongelijke complexe waarden. Dit 
geval is dus in strijd met de onderstelling, dat men werke: 
lijk twee trap. heeft, die de diagonalen evenr. en een scher- 
pen hoek gelijk hebben. 


Opmerking. Voor (5), (6) en (7) kan men ook schrijven: 
tg ABC, =tg / ABC 2 ga 


Orle DW 


2) We zullen ten slotte van elk der gevallen a) en 5) een 
voorbeeld geven. 
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a, Zij a=v/ 340, b=15 en p= ie dan wordt voldaan 


aan de ongelijkheid (5). 
Deze waarden substitueerende in (4), vindt men : 
276 
=H +2 
Bi NARE + 501 v60l 
Als we dus BD =21/340, AC —=830 en AD == 24 nemen, 
wordt BC = 26, AB = 28 en CD == 18. 


Nemen we verder: B‚D, == 340, A,C,=15 en 


AD = En 1801, dan wordt 
299 358 243 
eee en TTT D EN . 
BIO, gor VOL AB, go 60! en C‚D, gore! 


We hebben nu twee trapeziums, die de hoeklijnen evenr. 
en een scherpen hoek gelijk hebben en toch niet gelijkvor- 
mig zijn. 6 

DIL a AN Bardes 518 ‚ dan wordt voldaan aan 


vergel. (6). E 
Brengen we deze waarden over in (4), dan vinden we: 


Pe RAND 


5 
BO fet 

Als we dus BD=10, AC=5 en KD =3 v/13 nemen, 
kan AD geen andere waarde hebben als 21/5. 

Voor BC, AB en CD vindt men geen andere waarden dan 
v65, 45 en v/’5. 

Nemen we B‚D,=2, AC, =1 Ae 13, dan 

he ed Apt ther: en pk ‚ 

kunnen AD, BC, AB en CD geen andere waarden hebben dan 
2 1 À 1 ' 
svö, z65, 5 5 en zv. 


In dit geval zijn de trap. A,B,C,D, en ABOD dus gelijk- 
vormig. 


Middelharnis , 9 Jan. '96 JN. SNIJDER. 


69 


OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 12011220. 


1201. Verlengt men twee overstaande zijden van een koorden- 
vierhoek tot zij elkander in E snijden, en trekt men 
uit E eene lijn EF, paralle) aan de eene diagonaal tot 
zij de andere in F ontmoet, dan is EF gelijk de raak- 


lijk uit F aan den cirkel te trekken. EGrr. 
(Marrus, Mathem. Aufgaben no. 10.) 
Oplossing. 


Noem den vierhoek ABCD, verleng 
AB en DC tot in E,‚ trek EF // AC 
en verleng BD tot zij EF in F ont- 
moet ; noem het snijpunt der diagonalen 
O, dan is 
DEF A DOC (omdat OC // EF) 
waaruit volgt 

EF : OC = DF: DO 
ook is ABEF A AOB: 
EF: BF —= AO: BO 
door de producten der overeenkom- 
stige termen komt: 
EF: — OC x AO x BE x DF 
BO x DO 
maar ook A ABOm A DOC: 
DO : CO—=A0 : BO 
of DO x BO = AO Xx CO 
dit overgebracht in de vorige vergelijking geeft 
EF? = BF Xx DF — het kwadraat op de raaklijn uit F, 
dus EF —= de raaklijn uit F. EczR. 
Tweede oplossing. 

Van den koordenvierhoek ABCD zijn de overstaande zijden 
AB en DC verlengd tot ze elkaar ontmoeten in B, Uit E is 
de lijn EF, // aan de diagonaal BD getrokken tot EF, de 
andere diagonaal AC in F, ontmoet, 

L ABD =/ ACD =S bg AD, 
L ACD =/ ECF, als overstaande / 4. 
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Dus / ABD = /ECF,. Ook is 
LABD=/ AEF,, omdat BD// EF. 

Derhalve / ECF, == Z AEF,. 

A ECF, en A AEF', hebben / EF, A 
gemeen; Z ECF,= Z AEF,, zooals 
gevonden is, dus A ECF, @ A AEF,, 
waaruit EF: F,C =F,A:EF,, der- 
halve EF‚? =F,C XF,A...(1) 

Trek uit F‚ de raaklijn FG, , dan 
is volgens eene bekende eigenschap 

F‚G,2=E,CXF,A.=. (2) 
/ Uit (1) en (2) volgt: EF‚2 = FG? 
en dus is ook EF, =F,G,, wat bewezen moest worden. 
VAN DER War & VERBORGH, 





1202, Trekt men in een cirkel een vierhoek ABCD en eene 
koorde KG // AB, die DC in F,‚ de diagonalen BD en 
AC in H en L snijdt, dan zal FG:;FH = FL:EFK, 
(Marrus, Mathem. Aufgaben no, 12.) EGER. 
Oplossing. 
Door dat KL // AB, is / L=/ CAB, 


maar LCAB =3 bg BC=LD, 


dus / D=/ L, waardoor 
ALFCm A DFH, waaruit 
HE:DE SFO: EDS 
DC en KG zijn koorden, die elkander 
in F' snijden, en hierdoor is 
DF x FC =GF x KF 
uit (1) volgt DF x FC = HF Xx FL 





dus is GE x KF = HPF x FL 
waaruit HF : FG=EK : FL. 
EcrR. 


1203. Trekt men in een willekeurigen A ABC de loodlijn AH, 
de mediaan AD, de bissectrix AF en op deze de lood- 
lijnen BK en CL, dan liggen de punten H,K,D, L 
op den omtrek van een cirkel. Bewijs dit. 
(Marrus, Mathem. Aufgaben no. 15.) EGER. 
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Oplossing. 


Als de fig. geteekend is, trekt 
men om A ABC den cirkel, ver- 
lengt men de bissectrix AF tot 
den cirkel in E‚ en verbindt men dit 
punt E met D, dan staat DE 1 BC, 
omdat E het midden van den Ì Dn 
en D het midden der koorde is. 
Nu is 
ABKFx A AHFE:BF:AF =KE:HF 
ACFL 2 AEDF:CF:FE = FL:DF 

De producten der overeenkomstige termen geven : 

BF X CF: AF Xx FE = KF x EL : HF x DF. 

In deze evenredigheid zijn de beide eerste termen aan elkan- 

der gelijk, omdat AE en BC koorden zijn, dus is ook 

KF x FL = HF Xx DF, 
en als dit waar is, liggen de punten K,‚,L, H, D op den 
omtrek van een cirkel. EceER. 





1204, Welke zijn de wortels uit de wederkeerige vergelijking : 
18027 —21325 —27725J-2440*—244r3 H2770? 2130 — 1800. 
(Marrus, Mathem. Aufgaben no. 786.) Eer. 


Oplossing. 


De gegeven vergelijking is: 
18027 — 21325 —27745 J-244zt 2440327742 21321800. 
Daar de som der coëfficienten — O is, is de vergelijking 
deelbaar door #— 1; deelen wij haar nu door 180 (w — 1), 


dan verkrijgen wij: 


33 310 66 LOM 


en (PS mr enn BÀ Ae Rek 
180 „ie 180 ° 180 zot i=0 


of (z° +1) — a 3 (es J 223 4-2) — en Dot + x?) = 0. 
Deze vergel. is deelbaar door z? +1; de deeling hierdoor 
De ; 
ì Aak mn Â deet ln en nd 
geeft: (7 z2 1) 180 (23 +2) 180 ° 0 


De gegeven vergelijking is dus ontbonden in: 


pe 
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180 (a —1) (2° +1) je 180 Bor 2) — See |=, 


waarvan beurtelings een der factoren — O gesteld wordt. 
emi) geeft: VAS Li ee Ie ke Bn oe En 


2210 of 2? =—1 geeft: oe A 
De derde factor kan ee worden in 
490 


(zi J- 1) dn (Dpt ti, 


Daar dit eene wederkeerige vergel. is, deelen wij haar door x? 
1 ) 33 ( 1 490 
2 — Pen =_ _—_ == 
(- Een ets) 180? 
en stellen z +: =—=p, waardoor «? 15 e =p? —2 wordt, 


lt 850 __ 
RE MET 
door oplossing verkrijgen wij 
_ ME (121 J 68000) _ 11 + 261 


120 Erde 
25 Ee 

dus p= of p= ti 

RE volgt 

ein ne eten Ze 

ge Een Le Dn 
etjget1=0 ih Setl=0 

_—_ 25E (625 — 576) _ 17E (289 — 225) 
Ab 24 eh 15 
—_ 25 + 7 3 4 17 58.625 „K0 We 


De zeven wortels van de vergelijking zijn derhalve: 


3 4 5 3 
Dlt td VAA aeg es 


EGER. 


1205. Van een gegeven driehoek is bekend, dat zijne zijden 
buitenbissectrices zijn van een anderen driehoek. Con- 
strueer dien tweeden driehoek en bereken zijne zijden, 
als die des eersten gegeven zijn. EGER. 
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Berekening. 

Zij ABC, de gegeven en ABC 
de gevraagde driehoek. 

Noemen wij de buitenhoeken aan de 
PS punten A, Ben C 2a, 28, 2y, dan 


is A + 2a=2r (rechte //) 
AA C Jinn A 2r 


A dus AAB CH 2 H2BH2y == br 
maar A JBC ON 
dus is ook atfB+y=?2r 

Nemen wij A A,BC, waarin Z A,BC = 6, / A,CB = ys 
danis A, =«; op dezelfde wijze vindt men B, —= 2 en C, = #; 
de hoeken van A A,B‚C, zijn dus gelijk aan de halve buiten- 
hoeken van A ABC. Hierdoor is 

AA CBm AAB Cm» A ABC,» A ABC, 

Uit de gelijkvormigheid der eerste 3 met den Asten volgt 
A,C:A,C,=A,B: AB, vof A,CXA,B, =A,BXA,C, 
HBr b A:BrAd of. BO XA, B, Ep) NRU, 
Orbs OBA: CA, Hof C, ‚B xC, A, U AXB, tk 

Stellen wij in den bekenden Sh A, B, AO =03 
B,C, =r, dan is ook 

BRO C,B=g— AB, AB, =r — AC; 
hierdoor veranderen bovenstaande vergelijkingen in: 

A,CXp=z=ABXxg, p—A,Op=(r—AC)r, 
(7—A,Bg=C,Axr, ú 
ot AC—A BXL), HCS 


CA Xr =q?* —A,BXgq...(3) 
















2 #2 Denen 
Uit (2) en (3) volgt AC zt 
of door (1) hierin te substitueeren : 
A 0 ZEE —pXA, C 
yi 
waaruit Á obiit 
2p 
as : s_pì 
evenzoo wordt AE en AC, = 1 et Ë 


Daar deze breuken tevens de waarden voorstellen van de 
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projectiën telkens van eene der zijden van A A,‚B,‚C, op eene 
andere, zoo zijn de punten A, B en C de voeten der lood- 
lijnen uit A,, B, en C, op de overstaande zijden neergelaten. 


Daaruit volgt deze 
Constructie. 


Laat uit de hoekpunten van den gegeven driehoek de lood- 
lijnen op de overstaande zijden vallen en verbindt de voeten 
dezer loodlijnen tot een driehoek. 


Opmerking. Daar de hoeken van den gegeven drieh. gelijk 


zijn aan de halve buitenhoeken van den gevraagden drieh., 
zoo moeten zij altijd scherp zijn ; bijv. / A, =«, maar A + 2a 
— 2r, dus « =00"— GA, alzoo is / A, altijd { 90°, 


Om de zijden van A ABC te berekenen, maken wij gebruik 
van de gevonden eigenschap, dat de groote drieh. gelijkvor- 
mig is met de drie buitenste. Hierdoor vinden wij 

AA,BCx A A,B,C, dus A,B:A,B, =BC: B,C, 





A.B 
of OD KBC: 
2 DE Nene 
of daar AB Ee E siA Brin, RAON 
2 RAE VAER 
zoo is BC Ei Xr en evenzoo vindt men 
2 VA d 2 a lij a 
RDR Ted ENE p 
2pr Rd Re 2gr XD. 


Nu de drie zijden van A ABC bekend zijn, zou men door 
de gewone s-formule ook zijn inhoud kunnen vinden. 

Eenigszins eenvoudiger is echter de drie buitenste stukken 
(AA,BC, AB‚CA en A C,AB) van den geheelen drieh. 
A,B,C, af te trekken, dan blijft de middelste A ABC over. 

Stellen wij daartoe inh. A A,B‚C, =L. 

Verder zijn de inhouden van gelijkvormige drieh. evenredig 
met de tweede machten der gelijkstandige zijden; dus 


A,B‚C,:A,BC —=g?:A,C?, waardoor ADO 


a 
& 


2 
A,B‚C,:B,AC =p? :B,A*®, waardoor BRAC sn SE 
Pp 
3 
ABC, :C,AB=r? :C,B°, waardoor OBE x L 





r: 
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Î 2 2 
Hierdoor is ABC =I!1 beeke Ee it 
q' p n 
en door de waarden van A‚C,B‚A en C,B in te voeren, 
ak Opr Ort Ge 
4Ap*q* Ap? rt? 4g*r? fr 





zog | 4 gert —(p*H2prgthgt pr Agri trtet 
—(@*H2ptrt pri pgr grt H0*)gt 
—(g*H2gtr "Iri 2p?qt pr Jptp? 
of na Re vereenvoudiging : 


ET 


ah zier | re 
B gr: J gtr? Jg*r4 — (qS+r°) 
adil ben OCE eden Al Al En aidan 


Sprgtrt | ger (af tr)(gt dr) (q*—g2r2 pr) 
ERN, tto) (rte) 
pgr Vk (gtr) (p*H2gtrt gtr?) 
en door dezen vorm nog verder in factoren te ontbinden 
KRO Pek Pr DSA rt) (Pi) gif) 
Ap? qr? \ 





Eeer. 
Tweede oplossing. 
Zij de gegeven A A‚B‚C,, dan zul- 
len de zijden van A A,‚B,‚C, de buiten- 
bissectrices zijn van den voetpunten A 


We verlengen CA met een wille- 
keurig stuk AP, AB met een willekeu- 
rig stuk BQ en BC met een willekeurig 
d stuk CR, 

De hoogtelijnen van A A,B,C, hal- 
veeren de hoeken van den voetpunten A 
ABC , zoodat dus ook / A‚,BC —=/ ABC, , maar / A,‚BQ = 
Z ABC, (als overstaande hoeken), derhalve ook / A,BC=—= 
ZA,BQ, zoodat zijde A‚C, van den gegeven A A,B,‚C, 
de buitenbissectrix is van Z B van den voetpunten A ABC. 
Op dezelfde wijze kan men bewijzen, dat zijde BC, de 
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buitenbissectrix is van Z A en dat zijde A,B, de buiten- 
bissectrix is van /C van A ABC. 

We behoeven dus slechts de hoogtelijnen in A A,B‚C, te 
trekken, en de voetpunten dier hoogtelijnen onderling te ver- 
eenigen, om den gevraagden A ABC te verkrijgen. 

We stellen AB =c, BC—=a en AC =b. 

AAB Cm A A,B‚C,, waaruit volgt: 

AC ATORESAB (k AlD re 
Nu is: b?=—=c? da? —2a XxX AB, , dus 
c2 + a? len b? 
AB En 
zoodat we vinden : 
AC:b= jub 
2a 
2 gh: 
KOE b(c? + a* — b?) 
Ì Zac 
Uit de gelijkvormigheid der AA ABC, en A‚B‚C, vinden 
c (a? Jb? —c?) 
2ab 
vormigheid der AA BA,C en B,A,C, 
a (b? Jc? —a*) 
BO= 
k 2be 
v. D, War & VERBORGH. 


C; 


we op analoge wijze AB == en uit de geliĳk= 


1206, Aan welke voorwaarden moeten de termen m, #, peng- 
der evenredigheid m:n=—=p:g voldoen, opdat 
logm:logn =logp:logg ? 
Oplossing 
Als Min == p:Q gegeven is, dan is de vraag 
wanneer log m:log n==logp:logg, dus ook 
wanneer log m log q =log ». log p. 
Nu is g=iE, dus log q =logn + log p — log m;, 
dus log m (log n + log p — log m) —= log n. log p 
log m log n + log mlogp — log? m — log n log p = 0 
log m (log n — log m) — log p (log n — log m) = 0 
(log m — log p) (log n — log m) — 0 
dus log m — log p = 0 of logn — log m = 0 
waaruit log m=logp of log n = log m 
d.i. ms=p of mn. 
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Dus als de voorgaande termen gelijk zijn (in dit geval zijn 
dan ook de volgende gelijk), of als de eerste reden == 1 is 
(dus ook de 2e reden —= 1), dan vormen de log. der termen 
eene evenredigheid. 


Eenvoudiger nog. Schrijf de evenredigheid 


min o;= p:q 
== mr; nr 
log m : log n = log mr : log nr 


log m : log n — (log m + log ") : (log n + log rr 
(log m — log ») : (log m — log n) = log m : (log m + log 7) 
(log mm — log n) (log m H- log r) = log m (log m — log 7) 


waaruit (log m — log 1). log r == 0 
dus log m — log n —= 0 en log r = 0 
log m == log » hl 
mn. H, VERHAGEN. 


1207. Trek in een A ABC eene rechte DE // AB, zóó dat 
van A CDE en vierhoek ABED oppervlak en omtrek 
gelijk zijn. Jae 

Oplossing. 


Is in A ABC DE//AB, en is het op- 
pervlak van A CDE —= het oppervlak van 
vierhoek ABED, dan is 


A CDE =; A ABC. 


Omdat A CDE @ A ABC, verhouden zich A CDE en 
A ABC als CE? en CB? | 
Dus CE?:CB? —=1:2 en 
CE :CB =1:1v/2. 
CB 


: a, brt ' 
CE is dus = TY CBy/2. Daar CB bekend is, con- 


1 
strueeren we eene lijn = 5 CBy/”2, nemen op CB eene lijn 


CE = „CB 2, trekken ED // BA en oppervl A CDE = op- 
pervlak vierh, ABED. 
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(Constructie van : CByv/2. Construeer een geliĳkbeenigen 
rechthoekigen A ‚ waarvan elke rechthoekszijde — 5 BO ‚ de 


schuine zijde is dan —= 7 CB vz.) 


Zij in A ABC BO =a, AC =4 en AB —=c. 

Zij DE de lijn evenwijdig aan AB getrokken, zoodanig dat 
de omtrek van A CDE == de omtrek van vierhoek ABED is. 

Zij nu CE = av en CD == br (« == eene breuk), dan is 
BE =a—az en AD =b — ba. 

Nu moet de volgende gelijkheid bestaan : 

CE + CD + DE =DE + BE + AB + AD 

of ax + be DE=DE Haar de tb—be, 


waaruit Zar + Wrzadbe, 
dus BER el ie me een) Mbo We 
d OENEMA TE 
_ 48 _(s == halve som der zijden van 
derh. ax of Cin B A ABO). 


Construeeren we dus eene lijn en nemen we op CB 


as 
add 


eene lijn CE = dan hebben we ED evenwijdig aan BA 


DD 6 
te trekken, opdat de omtrekken van A CDE en vierhoek 
ABED gelijk zijn. 


(Constructie van 





as 
TEE: Construeer de 4e evenr tot (a+-5), 
a en s.) 


Zullen de oppervlakken en KE DEE gelijk 


De 1 1 8e 
zijn, dan moet 5 CBr-2 of 5 al/2= ie) of Len arb zijn. 
In een A ABC, waarin s:(a Jb) = Ev2, kan dus een 


lijn DE //AB getrokken worden, zóó dat de oppervlakken van 
A CDE en vierh. ABED en de omtrekken van A CDE en 
vierh. ABED gelijk zijn. 

v. D. War & VerBoren. 
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1208. Verbindt men een willekeurig punt P van een cirkel- 
omtrek met de hoekpunten van een ingeschreven regel- 
matigen A ABC, dan is PA* + PB? + PC* = 6r?, 
(G. Sarrs, Meetk. Vrgst. no. 1030.) Gre Dea: 


Oplossing. 
Om den geliĳjkzijdigen A ABC is een 
cirkel beschreven. Een willekeurig punt P 
van den cirkelomtrek is met de hoekpun- 
ten A, B en C vereenigd. 
APCB is een koordenvierhoek en der- 
halve volgens het theorema van ProLeMreusS 
PA x BC JPC xAB=PB xXAC en daar BCO —= AB == AC, 
PA J-PC=PB en PA* JPC? +2PA x PC = PB’... (1) 
Verlengen we AP en laten we uit C de loodlijn CD op het 
verlengde van AP neer, dan is PD de projectie van CP op 
AP. In den stomphoekigen driehoek APC is nu: 
AC? = PA? + PC? + 2PA x PD... (2) 
Daar Z DPC en / ABC beide supplementen van / APC 
zijn, is / DPC = / ABC == 60°. In den rechth. A DPC is dus. 


L PCD — 30° en PD = ; PC. 
Deze waarde van PD gebracht in (2) en we vinden: 
AC? = PA? + PC? + 2PA X 5 PC 


of AC? = PA? + PC? + PA x PO, en, wijl AC = Ry/3, 
SR? —= PA? + PC? + PA Xx PC...(3) 
Deze waarde van 3R? gebracht in (1) en we bekomen: 
3R* + PA x PC = PB?, 
waaruit 3R? = PB? — PA x PC... (4) 
Door optelling van (3) en (4) vindt men 
PA? JPB? + PC? =6R?. 
v. D. War & VeRBORGH. 


1209. Door het midden M der basis BC van een geliĳjkbee- 
nigen A ABC wordt eene rechte DE getrokken , die 
het verlengde van AB in D en AC in E ontmoet. 
Vergelijk de lengte dezer lijn met die der basis. (,..) 
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Trek CF zóó dat / MCF == / BDM is, 
dan is A BDMx A FCM, 
dus DM: CM = BM: FM 
of DM: CM = CM: FM 
of (DM —CM) : (CM —FM) = CM : FM (1) 
Omdat / CFM == 7 DBM stomp is, is 
DM > BM of DM ) CM en CM) FM, 
dus volgt uit (1) dat 
DM — CM ) CM — FM is 
of DM J- FM ) 2CM 
5 of DF ) BC 
dewijl DE > DF is des te meer DE ) BC. 
De lengte der lijn DE is dus grooter dan de basis. 
Opmerkingen. 1) Z ABC (buitenhoek van A DBM) is ) / D, 
dus valt de lijn CF steeds binnen / BCA. 
2) Als de lijn door het midden M der basis getrokken AC 
in G en het verlengde van BA boven den top in H snijdt 
gaat de eigenschap niet door. (452) 





Discuseie. Ligt D op AB in B, dan valt DE samen met 
BO en DE == de basis BC. 

Ligt D op het verlengde van AB, dan komt E in AC te 
liggen en DE neemt in lengte toe, naarmate D verder van B 
verwijderd ligt. DE is nu grooter dan BC. 

Denken we nu DE onbepaald verlengd en laten we DE om 
M draaien totdat E in F, halverwege tusschen A en C komt 
te liggen. DE is dan (/ AB, doch D heeft dan geen punt 
met AB gemeen: DE is dan oneindig groot. 

Draait DE nog verder om M, dan komt een deel van DE 
tusschen AC en het verlengde van BA te liggen. 

Zoo'n deel is b.v GH. Dit deel GH wordt, hoe verder G 
van F,‚ (in de richting van A) komt te liggen, al kleiner en 
kleiner, tot dit deel —= O wordt Dit heeft plaats, wanneer 
DE in de richting van de hoogtelijn AM komt te liggen. 

v. D. War & VERBORGH, 


1210. Welk getal is bedoeld met : | 
num. log 5 |og (ad-b) — log (a — 5)| | P 


a 
4 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië, 1895.) 


8ì 
| 
Oplossing. 


num.log (SS ? Jos (a + b) — log (a — Dl | 
== num. we [Et Ld og 2E] 





Ea—ö 
atb 
= num. log ee) p nt 
ad b 
Getal = (E55) ú 


v.D. War & VerBoran; A.G. D.B.; B. A. Timmer; 
N.&S8.; Cr. BARNENeELD; J.B. BAKKER, 


1211. Los x op uit de wederkeerige vergelijking : 


eefje? — 8x? Hie dte 08 
(Eindex. H. B, S, Ned.-Indië, 1895.) 
| Oplossing. 


e+ x8 80? Hijet1 bnl 


Deelen we door Et dan Ren we: 


atie 841 2=0 


xr? 
(+5 5) +1 (2 PT, 
Stellen we ete, dan is 


1 1 
B J-2=y* en a =y—?, 
De vergelijking wordt dan: 
y° ly 8=0 of y° +ljy — 10 =5105 
waaruit y,= 2 en y, =—4. 
De Vriend der Wiskunde. XL. 
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Derhalve : 


1 1 1 
a az—-4 
et 2 en Eh ) 


vr — et 1=0 en zt t4rti=0, 


sit De! en z= 2441, 
r=—2 en —; en v—=—2y3en=—2—v3 
We vinden dus de volgende 4 waarden voor z: 
“,=2, n= zm 2v3, n= 8. 


B. A. Timmer; J. MurreRr; Cu, BARNEVELD ; 
v.D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 
ppo? — 8e? Hijet 10. 


Stel x= 2, dan neemt het eerste lid de waarde aan van: 
16 +12 —32J-341=0, 
waaruit volgt, dat e# —2 een factor is van ’'t eerste lid, 
(GRAVELAAR, S 111); dus: #, =2. 


Deelt men den vorm door # — 2, dan krijgt men: 


1 1 
3 ml hl en en 
% + 35 © ATR 0 


1 
natel p= 5 dan neemt het eerste lid de waarde aan van 


Lette Le 


Sen ST 
waaruit volgt, dat ook #, = : voldoet; 5 is dus een 
deeler van ’t eerste lid. De deeling geeft: 
ar Ard 1==0, waaruit, =—2Jrv3, a, =d, 


NijHorr & SIBBLES. 


1212, Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 


1667 Ê—(16 — 67 Ê. 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië, 1895.) 


k 83 








| vga 
U GN LB S47 
(16 +67) TBI) =3 a 
ne A OE Ee rs B 
(16 — 6/7) zB | — EB 
(16-467) (16 —6/7)T ED 1. 


Cu. BarNeveLD; NiJmorr & Sissues; B. A. Timmer; 
v.D. War & VeRBORGH. 


1213. Uit de hoekpunten van een regelmatigen vijfhoek, 
wiens zijde — 1 is, zijn met stralen van 0,5 cirkels be- 
schreven, Bereken het door die cirkels begrensde oppervlak. 
(Eindex. H. B, S. Ned.-Indië, 1895.) 


Op lossing. 


Zij ABCDE een regelm. 5-hoek, M het 
middelpunt van zijn omgeschreven cirkel, 
dan is MA = MB —= MC == enz. = R. 


Nu is AB = 3 Ry (10—2p/5). (Zie 
o.a. KrarpeR, 1, $ 305.) 
Maar AB = 1, dns 3 Ry(10—2p/5) =1 


2 HL id =e 105) 
rv (10 — 25) 10 
Trek MF | AB, dan is F het midden van AB, derh. 


(25 -f 1075) 


waaruit R == 


en MF = En 
Opp. middelp.A AMB — ; AB x MF —= Ed) 
en 5Xopp. AAMB — opp. reg. 5-hoek ABCDE — a 1015) 


Oppervl. van een cirkel uit een hoekpunt met een straal 
== 0,5 beschreven == 0,5? . zr == 0,25 zr. 
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Daar de hoek van den regelm. vijfhoek hier middelpunts- 
hoek en 108° is, ligt van elken cirkel uit een hoekpunt be- 
schreven B En z gedeelte binnen den vijf hoek. 

Dus: oppervlak der 5 sectoren binnen den regelm. vijf hoek 
Zx Xr gr 

Het oppervlak , door die cirkels begrensd, is een stervormige 
figuur die binnen den vijfhoek ligt, en is dus 

Sn 1075) 3 
Te EN BM 
_ (25 4 223606...) 3 X 3,141592.... 
Ee 4 TRE 8 
=1,7204 ,.—1,1782..= 0,542. 
v. D. War & VeERBORGH. 


Omdat de cirkelomtrekken elkaar op het midden der zijden 
raken, kan men ook het oppervlak nemen, dat door de cir- 
kels buiten den vijfhoek begrensd wordt. Dit oppervlak be- 
staat dan uit de 5 cirkels en de stervormige figuur en is 


berg LOOF Dl, maacin r =P de 
EE Pd 


== 1,7204 . J 2,748 ,.— 4,4686 … 


1214. Laat men in een cirkel uit een punt eener koorde een 
loodlijn op een willekeurige middellijn neer, dan is het 
quadraat van die loodlijn gelijk aan het product van 
de stukken op die middellijn, verminderd met het pro- 
duct van de stukken op de koorde. 

(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië, 1895.) 


Oplossing. 


Ond. CD is eene willekeurige koorde en AB eene wille- 
keurige middellijn in cirkel M‚ E is een willekeurig punt in 
CD en EF | AB. 
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Gest. EF? —= 
AF .BF — CE. DE. 
Bewijs. Verleng EF 
aan beide zijden tot 
aan den cirkelomtrek 
in G en H, dan is 
CE.DE = GEXEE 


(GE — EF)(FH+EF) 
(GEEF) (GEEF) 
== GF? — EF? 





—=ÂF,BF — EF?, 
waaruit volgt: EF? —=AF.BF — CE.DE. 
v.D. WaL & VerBoren; A.G. p. B.; J. B. BAKKER; 
Cr. BARNEVELD; B. A. TrMMER, 


Tweede oplossing. 


Trek MD, ME en MN t CD, dan is 
EF? — ME? — MF? 


— (MN: + EN?) — MF? 
— MD? — ND? + EN? — MF* 


= (R? — MF?) — (ND? — EN?) 
= (R+ MF) (R — MF) — (ND + EN) (ND — EN) 
—BF.AF — DE, CE. 

A. G. pn. B.; Nisnorr & SisBres; B, A. TimMer. 


Derde oplossing. 
Trek uit A door E de koorde AEI en trek BI, dan is 
AAFEm A AIB, dus 

AE:AB == AF: AI 
AE.AI =AF.AB 

AE (AE + EI) = AF (AF + FB) 

AE? + AE.EI—=AF? JAF ,.BF 

AE? — AF? =AF,BF — AE. EI 


EF: —= AF. BE —CE. DE. 
J. MurLeR. 
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1215. Er zijn 2 vaten wijn A en B. In A zijn 60, in B 
48 L. Men tapt 12 L. uit A in B en daarna 16 L. 
uit B in A, waarna de prijs van den wijn in A 75 
en van dien in B 63 ct. den L. is. Wat waren de 
prijzen van den wijn vóór de vermenging? Reken- 
kundig oplossen. 
(J. M. TrreL, Rekensleutel, I, $ 8, 10.) 

Oplossing. 

Uit A tapt men 12 L. in B, De prijs van het mengsel in 
B was toen 63 et. den L. Van dat mengsel tapte men 16 L. 
in A, waardoor de prijs van het mengsel in A 75 et. den L, 
werd. Er was toen 64 L in A, die dus 64 X 75 ct. — 4800 
et. kostten. Daar was 16 L. van 63 et. bij, d.i. 16 Xx 63 ct. 
= 1008 et.,‚ zoodat de 48 L. wijn in A vóór de menging 
4800 et. — 1008 ct. = 3792 et. kostten. De prijs van den wijn 
in A vóór de vermenging was dus 3792 ct. : 48 —= 79 ct. den L, 

In B was 48 L., daar kwam 12 L. à 79 ct. uit A bij, 
waardoor de prijs dezer 60 L. gemengden wijn 63 et. werd. 

60 x 63 et. == 3780 et. en 12 X 79 et. == 948 et., zoodat de 
48 L. vóór de menging 3780 ct. — 948 ct. — 2832 ct, kostten , 
d.i 59 et. den L. in B. J. Murrer. 


1216. Iemand heeft waren gekocht voor f 48. Verkoopt hij 
ze à 70 ets. het KG. dan wint hij 4 maal meer dan 
hij verloren zou hebben, als hij 1 KG. à 58 cts. had 
verkocht. Hoe groot is de partij? Rek. oplossen. 
(Verg. ex. Surn. Dir. Bel. 1895, Rekenkunde,) 


Oplossing. 


Ontvangt hij f 0,70, dan wint hij 3 maal zooveel als hij 
verliest, wanneer hij f 0,58 ontvangt. Tusschen die 2 prijzen 
dus ligt de inkoop en wel zóó, dat om hem te vinden, men 
5 maal hetzelfde getal van f 0,70 moet aftrekken, dat bij 
f 0,58 moet opgeteld worden. 

f 0,70 — f 0,58 = f 0,12 is dus 6 maal 1e verlies. Dan is 
de inkoop f 0,60 en de grootte der partij 550 XIKG. = 80 KG. 

J. MuuveRr; Nijnorr & SinBLeS; B. A. Timmer ; J, B. BAKKER, 
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Tweede oplossing. 


Had hij in het laatste geval 1 cent op de KG. verloren, 
dan had hij in het eerste geval 4 maal 1 cent meer dan 1 
cent, dus 5 cent op de KG. gewonnen. 

Het verschil der twee prijzen per KG. was dan 

1 cent + 5 cent == 6 cent. 

Dat verschil is echter 70 ct. — 58 ct, = 12 et. of 2 X 6 ct. 

Bij een verkoopprijs van 70 cent per KG, bedraagt de 
winst derhalve 2 X 5 cent — 10 cent. 

Bij een verkoopprijs van 58 cent per KG. bedraagt het ver- 
lies derhalve 2 X 1 cent — 2 cent. 

De inkoop van 1 KG. is bijgevolg 

70 cent — 10 cent == 58 cent J- 2 cent — 60 cent. 

De geheele inkoop is f 48 of 80 x 60 cent. 

De partij is dus 80 KG. groot. 

Van DER War & VERRORGH. 


1217, Een rentenier zet een kapitaal 10 maanden uit. Had hij 
het à 2°/, minder uitgezet, dan had hij in 5 jaar 


denzelfden intrest ontvangen. Had hij het à 1 °/, 
minder uitgezet per jaar, dan had hij in dezen tijd 
f 100 ontvangen. Hoe groot is het kapitaal? Rek. opl. 
(Verg. ex. Surn. Dir. Bel, 1895. Rek.) 


Oplossing. 
Brengt een kapitaal in 10 maanden evenveel interest op als 
in E jaar of 15 maanden, dan zijn de percenten interest, 


die men in 10 maanden trekt, gelijk aan de perc. interest , 
die men in 15 maanden trekt. 

De pct. ’s maands en dus ook de pct. 's jaars verhouden zich 
dan als = en of als 3 en 2. Het verschil dezer ver- 
houdingsgetallen is 1, het verschil der pet. s jaars is 2X1. 
De pct. ’sjaars zijn dus 2X3 en 2X2 of 6 en 4. 

De rentenier heeft het kapitaal dus 10 maanden tegen 6 °/, 
uitgezet. 
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Had hij het à 1°, minder per jaar, dus tegen 5, uit- 
gezet, dan had hij in een jaar f 100 rente ontvangen, 
Het kapitaal is dus ee X f 100 = f 2000 groot. 


B. A. Trumer; Ca. BARNEveLD; v. D. War & VerBorem 


1218, Aan een werk arbeidt A eerst 4, daarna B 5 dagen. 
De rest, zijnde 5 van het werk, kunnen ze samen in 


1 dag afmaken. In hoeveel dagen kan elk het werk 
alleen doen? Rek. opl. 
(Verg. ex. Surn. Dir, Bel, 1895 Rek.) 


Oplossing. 


In 1 dag maken ze samen 5 van het werk af. 


Als A eerst 4, daarna B 5 dagen werkt, komt evenveel 
werk af als wanneer A en B samen 4 dagen en B dan nog 
alleen 1 dag werkt. 


1 _ 4 
In 4 dagen doen A en B samen 4 X 5 ee 5 van het werk, 


Werkt B nu nog 1 dag alleen, dan blijft er nog 5e van 


het werk te doen over. 


Ehr RL 
In 1 dag maakt B dus 1 — 60 60 pe het werk af. 
11 1 1 
In 1 dag kan A 60 Bio het werk afmaken. 


Alleen kan A het werk dus in 10 dagen en B in 12 dagen 


afmaken. … 
J. Murver; Nijnorr & Sieauns; B. A. Timmer; 


A.G.p.B.; v.p. War & VerBoren. 


1219. Een diligence kan in zekeren tijd een weg AB afleggen. 
Een 2de wagen, die in 4 uur 1 Geogr. mijl minder 
aflegt, doet over den weg 4 uur meer. Een 3de wagen, 
die in 3 uur 1,5 G. mijl meer dan den 2den aflegt, 
doet over den weg 7 uur minder dan deze, Gevraagd: 
de weg, en de tijden, die de wagens noodig hebben , 
om hem af te leggen. 

(Verg. ex, Surn. Dir. Bel, 1895. Alg.) 
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Oplossing. 


Stel dat de le diligence den weg in # uur aflegt De 
tweede diligence legt den weg dan af in zJ-4 en de derde 
diligence in x — 3 uur. 

Legt de le diligence per uur y geogr. mijlen af, dan legt 


de tweede diligence in 4 uur 4y —1 en in 1 uur y — 7 
geogr mijlen af, terwijl de derde diligence dan in 3 uur 
£ 1 1 ee . 1 … 
3 ( Ro ) H FE geogr. mijl en in 1 uur y + zj Seo8r. mijl 


aflegt. 
De lengte van den weg is dus zy G., mijlen.......… (I) 


of (2 J-4) (vi) eyy Le —1G mijlen (II) 
of e-D (vh) ey 3 je — EG. mijlen (LI) 


Uit (L) en (ID) volgt: 44 —i vJ-1, dusy = ze + ze (IV) 


Uit (I) en (ID) volgt: 3y — 7 2 7 IND eat Ma ENEN (V) 
3 a 3 
Uit (LV) en (V) volgt : 6? dg Zit 


nn 


8 1 1 
waaruit En) =H dus # == 24. 


1 1 3 
Derhalve 16? + i of y= 1: 


De weg heeft dus eenelengte van 24 x 5 G.m. = 426, m. 


De tijd benoodigd voor het afleggen van den weg bedraagt 
dus voor de eerste diligence 24 uur, voor de tweede 28 uur 
en voor de derde 21 uur. 

B.A. Timmer; Nignore & SrnaLes; J. B BAKKER; 
J. Morrer; v.D. War & VerBorGH. 


1220. Bereken # uit: 
(e — 75216 _ 0700752608, 
(Verg. ex. Surn. Dir. Bel, 1895. Alg.) 
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(a — 7) 5216 — 0,070075*:2608 
1,5216 log (# — 7) = 4,3608 log 0,070075 
0,004 LE in 
634 log (e — 7) — 1817 (8,8455681 — 10) 


log (rx — 7) = 1817 X — 1,1544369 : 634 
—log(#—7) =1817X  1,1544369 : 634 


log | — log (er — D| — log 1817 + log 1,1544369 — log 634 


= 3,2593549 J- 0,0623701 — 2,8020893 
= 0,5196357 
— log (& — 7) = 3,3085348 
log (# — 7) = — 3,8085848 — 6,6914651 — 10 
v — 7 == 0,000491433 | 
@ = 7,000491433. J, Muuper. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1201—1220 en 322 zijn ingezonden door: 


A.G. d. B., 1201—1205, 1208, 1210, 1211, 1218, 1214; 
1218, 1220. 

J. B. Bakker, 1210, 1214—1216, 1219. 

Ch. Barneveld, 1201—1203, 1205, 1206, 1208, 1210—1215, 
1217, 1218. 

W. Meijer, 1201—1204. 

J. Muller, 41201—1206, 1208, 1210—1212, 1214—1216, 
1218—1220. 

Jn. Snijder, 322. 

Nijhoff & Sibbles, 1201—1203, 1205, 1208, 1210—1216, 
1218—1220. 

B. A. Timmer, 1201, 1202, 1206, 1208, 1210—1212, 1214, 
1216-1219, 

V. d. Wal & Verborgh , 1201—1220. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Juni 1896 franco 


1241, 


1242, 


1243. 


1245. 


1246. 


1247. 


bij den Redacteur A.J. van BrrEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


In A ABC is BD L AC getrokken, als nu de stralen 
der ingeschreven cirkels in de rechthoekige A A ABD 
en CBD, alsmede de straal van den omgeschreven cirkel 
om A ABC gegeven zijn, vraagt men de zijden van 
A ABC te berekenen. 

Toepassing. Stel na berekening de straal in A ABD 
a=2, die in A CBD b=3 en die om A ABC 
e= 8,195: J. C. Beer. 
In A ABC is de mediaan BD getrokken. De lijn AF 
snijdt BD in E en BC in F' zóo dat BF:FC=1:2. 
Hoe verhoudt zich BE: DE? 

De lijn AH snijdt BD in IT en BC in H zóo dat . 

CH:BH=1:2. Hoe verhoudt zich BI: DI? 
Van een cirkelsegment ABC zijn de koorden AB = k 
en de pijl CE—=p gegeven. Als nu op EB een stuk 
EG =p genomen en GF | AB geplaatst wordt, vraagt 
men de lengte van FG te berekenen. 


‚ In cirkel M is eene middellijn AB getrokken en zijn 


A en B met een punt C van den omtrek verbonden. 
Als nu de pijl DF =p op AC en de pijl EG =g op 
BC bekend zijn, vraagt men de zijden van A ABC; 
de straal van den cirkel M‚ benevens DE en FG te 
berekenen. | 

In cirkel M snijden de koorden AB en CD elkaar 
rechthoekig in EB. Welke betrekking bestaat er tusschen 
de middellijn en die koorden ? 

Construeer een gelijkzijdigen driehoek , waarvan de in- 
houd gelijk is aan een gegeven vierkant. 

Als a en 5 twee gegeven lijnen zijn, vraagt men eene 
derde lijn c te construeeren, zoodanig, dat 


1248. 


1249. 


1250. 


1251. 


1252. 


1253. 


1254. 
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Van een parallelogram zijn de hoogte, de inhoud en 
het verschil der kwadraten der diagonalen gegeven. 
Men vraagt dit parallelogram te construeeren. 

In een cirkelsector MAOB is een vierkant geconstrueerd. 
Als nu de koorde AB — k met haar pijl NO — p 
gegeven zijn, vraagt men de zijde van dat vierkant te 
berekenen. 

Van een rechthoekigen ‚\ ABC is de straal van den 
ingeschreven cirkel r# en de afstand MN, van het mid- 
delpunt M tot de hoogte BG op AC, gelijk d gegeven. 
Men vraagt nu de lengte van AB, BO en AC te be- 
rekenen Ook als r—=5 en d={1 is. 

Twee tandraderen sluiten in elkander en wel zoo, dat 
tand «a van het le rad drukt tegen tand 5 van het 2e 
rad; het le rad heeft 17 tanden en het 2e 10 tanden. 
Hoeveel geheele omwentelingen moet het 1e rad maken, 
opdat tand a kome tegen den 5en tand, die op & volgt, 
van het 2de rad? A. G. pn. B. 
(P. J. Bos, Alg. III, $ 260, vrgst. 73, blz. 69.) 

Drie lichamen A, Ben C bewegen zich van uit het- 
zelfde hoekpunt van een vierkant, welks zijde 10 M. is, 
in dezelfde richting langs den omtrek, met de snel- 
heden 5, 6 en 7 M. per seconde. Men vraagt wanneer 
voor de 2de maal gelijktijdig A in het 2de, B in het 
3de en C in het 4de hoekpunt zullen zijn. A.G. p.B. 
(P. J. Bos, Alg. III, $ 263, vrgst. 36, blz. 73.) 


Verdeel de breuk EGELS PL 8 
drie breuken, welker noemers onderling ondeelbaar zijn, 
EereR. 

Twee reizigers A en B vertrekken op denzelfden tijd 
van twee plaatsen P en Q elkander tegemoet. Bij de 
ontmoeting blijkt, dat A 30 KM. meer heeft afgelegd 
dan B, en dat, zoo zij met dezelfde snelheid voort- 
gaan, A te Q in 4 en B te P in 9 dagen zal aanko- 
men. Hoeveel ligt P van Q, en wat is de snelheid 
van A en BP | 
(Ex. Wisk. L. 0.) 


in de som van 


1255. 


1256. 


1257, 


1258. 


1259. 


1260. 


Bl. 


ER A WU 
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Bereken x en y als: 
nyet IE, 
en ye darvay=9 26. 
(Ex. Wisk. L. 0.) 
Ontwikkel en breng tot de eenvoudigste gedaante : 


itt Vie ate). 
(Ex. Wisk. L. 0.) 


Bereken de waarde van : rs (0,00143176)s 4220. 
(Ex. Wisk. L. O0.) 
Bereken z als: 
10l°8 2 1ol°s 2 

(er)! — 6x +5 =0. 
(Grondtal log.stelsel — 10.) 
(Ex. Wisk. L. 0.) 
A en B leggen samen f 5475 in om daarmede handel 
te drijven. A legt zijn geld 9 mnd., B het zijne 6 
mnd. in den handel. Als ze 20 °/, ’s jaars winnen en 
na den handel f 6135 aan kap. en intr. hebben , hoe- 
veel heeft dan ieder ingelegd ? 
(Toel.ex. Mil. Sch. Haarlem en Delft.) Rek. 
In een bak, lang 2,8 M., breed 12,5 dM. en diep 
72 cM. (binnenwerks) gedeeltelijk gevuld met water, 
wordt een stuk lood van 5700 KG. neergelaten tot op 
den bodem, waardoor 374 L. water wegvloeit. Hoe 
hoog stond het aanvankelijk in den bak, als het S.G. 
lood = 11,4 is. 
(Toel.ex. Mil. Sch, Haarlem en Delft.) 


ERRATA. 


27,r. 3 en 5 v. b, lees: 7 / — 11 in plaats van v/11. 


28, r. 14 v. o. lees in den noemer (1,045 — 1). 
62, r.: 3 v. o. lees: Tp J- 26, 

64, r. 1 v. b. lees: a°x?2, 

64, r. 16 v. b, lees in den noemer rn 
64, r. 13 v. o. staat: van den, lees: den. 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


330. Elk getal, dat een gemeene deeler is van de som en 
het K.G. V. van twee getallen, is ook deelbaar op elk 
dier getallen. Bewijs dit. (Van een ex. v. d. hoofdacte.) 


Van dit vraagstuk ken ik wel een paar oplossingen , maar 
ik heb tevergeefs getracht eene oplossing te vinden in dezen trant : 

Noem de getallen a en 5. Nu hebben we: 

1. Een gemeene deeler van a en b is een gemeene deeler 
van de som en het K,G. V.: 

2. Een getal, dat deelbaar is op a en niet op b (of om- 
gekeerd), is geen deeler van de som, wel van het K G. V., 
dus geen gemeene deeler van de som en het K.G. V. 

3. Een getal, dat noch op a, noch op b deelbaar is, kan 
deelbaar zijn op de som, maar dan niet op het K.G.V., is 
dus geen gemeene deeler van de som en het K.G, V. 

Hieruit volgt, dat de gemeene deelers van de som en het 
K.G. V. ook gemeene deelers zijn van a en 5. 

De hulpstellingen 1 en 2 zijn gemakkelijk te bewijzen, maar 
met 3 heb ik last. Wel kan ik bewijzen: Als een ondeelbaar 
getal geen factor is van a en ook niet van 5, kan het ook 
geen deeler zijn van t K‚G.V. Dit volgt direct uit de wijze, 
waarop het K.G. V. gevonden wordt door de getallen in on- 
deelbare factoren te ontbinden. 

Maar een deelbaar getal? Hier zit ik vast. Wie helpt? 

A JB. 


331. In het Leerboek der Rekenkunde van Dr. Kors, tweede 

deel, lees ik de volgende stelling met bewijs en bepaling: 

De som van veranderlijke getallen, die ieder eene 

limiet hebben, is een veranderlijk getal, dat tot limiet 
heeft de som van de limieten dier getallen. 


Voorbeeld. Is lim. 1,414,,.=—=1”2 en lim, 1,732... = 1/3, 
zoo is 
lim. [1,414 ... +1,732,..] =lim. 1,414 ,.. +lim. 1,782... = 
=v2jrvs. 
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Bewijs 
1,414 is kleiner dan lim. 1,414... of 7/2. Verschil < 0,001. 
Bional NA. ss OLDO „10,00, 


Dus is ’t verschil van 
1,414 4 1,732 en lim. 1,414. . + lim. 1,732. 
kleiner dan 0,002, Door decimalen genoeg te nemen, kan 
men dit verschil kleiner maken dan een willekeurig getal. 
Wanneer men dus door 1,414... aanwijst, dat men het aantal 
decimalen onophoudelijk laat toenemen, dan zal dus 

1,414... + 1,732... van lim, 1,414... lim. 1,732. … 
willekeurig weinig verschillen. Dus is 

lim. (1,414... + 1,732...) =lim. 1,414... + lim. 1,732. … 

=yv2rvö. 

Bepaling. Door de som van twee onmeetbare getallen 
verstaat men de limiet van de som der veranderlijke meetbare 
getallen, die deze onmeetbare getallen tot limieten hebben. 

Ik heb tegen dezen gang een bezwaar. In de bepaling aan 
het slot vertelt de schrijver wat men verstaat door de som 
van twee onmeetbare getallen en in het bewijs spreekt hij 
reeds van lim. 1,414,.. J- lim. 1,732..., dus van de som van 
twee onmeetbare getallen. Is mijn bezwaar soms ongegrond ? 

VersLuys bewijst in deel II zijner Rekenkunde bovenstaande 
stelling ook, maar alleen voor het geval, dat de termen der 
som een meetbaar getal tot limiet hebben. Dit bewijs is dus 
niet algemeen. 

Een alleszins bevredigend bewijs van de stelling in kwestie 
schijnt mij zeer lastig toe. Ik weet er alleen dit op. Men 
geeft deze | 
__ Bepaling: Door de som van eenige onmeetbare getallen 
verstaat men de grens der som van de meetbare getallen, die 
achtereenvolgens in 1, 2, 3 enz. decimalen nauwkeurig de 
onmeetbare getallen voorstellen. 

Is v/2—=lim. 1,414... en 7/3 =lim.1,732..., dan heb- 
ben we deze optellingen 1,4 —+ 1,7 

1,41 + 1,73 

1,414 J- 1,732 enz., 
dus eene veranderlijke som, die steeds grooter wordt, maar 
kleiner blijft dan 1,5 +1,8 en dus tot eene limiet nadert. 
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Uit deze bepaling volgt: 
vèjrv3=lim.[1,414,,. + 1,732. 
of lim. 1,414... lim. 1,732 ,,, = lim. [1,414 ,, 1,732... 
Hvenzoo voor de andere hoofdbewerkingen. 
Wie geeft iets beters ? M. 


332. Op welke zijde van een A ABC kan het grootste vier- 
kant in den A beschreven worden ? Bewijs tevens waarom. 
J. C, B. 
In „De Vriend der Wiskunde’, I, no. 67, bl. 180, en III, 
no. 286, bl. 142, vindt u bewezen, dat op de kleinste zijde 
van den A Met grootste ingeschreven vierkant staat. 

933. Op eene lijn AB neemt men een willekeurig punt C en 
beschrijft op AC en BC aan dezelfde zijde van AB ge- 
lijkzijdige driehoeken ACD en BCE. Vereenigt men nu 
D en E en trekt men in A CDE de lijnen, welke de 
hoekpunten met de middens der overstaande zijden ver- 
binden , dan is het snijpunt dezer lijnen op een afstand 


van AB verwijderd gelijk aan z van de loodlijn uit A 


op BE neergelaten. Bewijs? 
(Toel.ex. Cadet, 1891.) A Gm B, 

In „De Vriend der Wiskunde”, TI, blz 44—49, vindt u 
onder no. 3: 

Neem op eene lijn AB een beweegbaar punt C en beschrijf 
op AC en BC aan denzelfden kant van AB gelijkzijdige 
AA ADC en CEB. Men bepale nu van A CDE: 

a) de meetkundige plaats van het midden van DE ; 


b) » » " » __» zwaartepunt; 
€) » » » _n __»„ hoogtepunt; 
d) » ” 5 » ___„ middelpunt van den om- 


geschreven cirkel, 

334, Iemand knipt twee congruente rechthoeken uit een stuk 
papier. De eene wordt in de lengte, de andere in de 
breedte in vier gelijke deelen gevouwen en vervolgens 
knipt hij van beide een vierde deel af. Is het nu mo- 
gelijk van één dezer rechthoeken een stuk zoodanig af 
te knippen en datzelfde stuk er bij te plakken, dat de 
rechthoeken weer congruent zijn ? J. H. EB, Coper. 
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Analytische methode en algemeene beschouwingen in zake 
de oplossing van de meetkundige vraagstukken. 


1. Ieder meetkundig vraagstuk heeft betrekking op een der 
drie volgende onderwerpen : 

le. Eene waarheid aan te toonen; 

2e. De ontdekking eener nieuwe eigenschap met behulp 
van bekende eigenschappen of bewezen waarheden ; 

3e. De samenstelling van figuren, die voldoen aan gestelde 
voorwaarden, door middel van reeds geconstrueerde figuren. 

Ieder meetkundig vraagstuk is derhalve òf een stelling , 
òf een werkstuk. 

Eene aandachtige lezing van het vraagstuk leert ons ge- 
makkelijk kennen, wat gegeven is en wat gevraagd wordt. 
Het bewijs eener nieuwe eigenschap en de oplossing van een 
werkstuk zijn niet juist, zoo zij niet steunen op grondwaar- 
heden of op volkomen bewezen waarheden. Met andere woor- 
den: zij moeten voldoen aan de voorwaarden van het vraagstuk. 


IL. Eigenlijk gezegd is de stelling zelve slechts een bijzon- 
der geval van een meer algemeen vraagstuk. Zoo ten minste 
moest zij den meetkundige voor den geest staan , toen hij uit- 
gaande van het lagere tot het hoogere kwam en langs den 
weg der logische afleiding tot de ontdekking kwam van voor 
iedere soort van meetkundige figuren bijzondere eigenschap- 
pen. Zoo moest, met behulp der grondgedachte over de rechte 
lijn alleen, het eenvoudige onderzoek van drie rechte lijnen, 
die elkander twee aan twee snijden en een driehoek vormen, 
leiden tot deze eigenschap : 

In een driehoek is elke zijde steeds kleiner dan de som der 
beide andere en steeds grooter dan haar verschil. 

Zooals zij hier is uitgedrukt kwam deze stelling ongetwij- 
feld niet in den geest van den meetkundige op, maar de be- 
schouwing der vereeniging van drie rechte lijnen plaatste hem 
voor dit meer algemeen vraagstuk : 

Welke betrekking bestaat er tusschen de zijden van een 
willekeurigen driehoek ? 

Men kan dit ook zeggen van de groote menigte eigenschap- 

De Vriend der Wiskunde. XL. 7 
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pen, die te zamen en in methodische orde geplaatst, de we- 
tenschap zelve samenstellen, en met meer recht kan dit ook 
gezegd worden van de eigenschappen, die thans nog onbe- 
kend zijn, maar die eenmaal ontdekt moeten worden, 


III. Zoo biedt de meetkunde, als alle andere wetenschap- 
pen , aanvankelijk slechts vraagstukken ter oplossing aan. Deze 
zijn des te moeilijker naarmate de wetenschap minder vorde- 
ringen heeft gemaakt. Inderdaad, wanneer de geest niet ge- 
woon is een vrij groot aantal gedachten van dezelfde soort en 
over een zelfde onderwerp te vereenigen, dan is iedere ge- 
dachte, die zich opdoet, niet altijd de gedachte, welke, vol- 
gens natuurlijke orde, volgen moest op de onmiddellijk vooraf- 
gaande gedachte. Deze macht van gedachten, door kleinere 
of grootere ruimten van elkander gescheiden, deze losse waar- 
nemingen, laten den geest in een toestand van verlegenheid, 
waaruit hij eerst komt, nadat deze leemten door tusschenge- 
dachten zijn aangevuld, nadat hij er in geslaagd is alle scha- 
kels van den keten aaneen te smeden, die de grondgedachte 
verbindt aan de meest verhevene gedachten. 


IV. Indien de methode, die, langs bijna onmerkbare trap- 
pen, van het bekende tot het onbekende voert, en die haar 
oorsprong vindt in de meest eenvoudige der verstandelijke 
vermogens, indien zij alleen het geheel der wetenschap heeft 
kunnen scheppen, toen deze slechts een ongeordende verzame- 
ling was van persoonlijke waarnemingen of ervaringen, is het 
dan niet natuurlijk bij haar hulp te zoeken, wanneer het be- 
treft tot de kennis eener nieuwe waarheid te komen met be- 
hulp van reeds verkregen waarheden. 

Volgens deze methode — de analytische — wordt het voor- 
werp in zijne meest eenvoudige elementen ontleed, en aan een 
onderzoek onderworpen. Zij leert de wederkeerige betrekkin- 
gen tusschen deze elementen kennen en stelt ze, den tegen- 
overgestelden weg volgende, in hun eersten vorm weder te 
zamen. 


V. Men herkent deze methode gemakkelijk bij de behan- 
deling der meeste meetkundige stellingen : 
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vooreerst biedt het gegeven aanstonds de te bewijzen waar- 
heid aan ; 

daarna leidt het onderzoek der betrekkingen, die tusschen 
de grootheden derzelfde soort bestaan, achtereenvolgens tot 
het bewijs der stelling, met behulp van axioma's of grond- 
waarheden, waarop het steunt. 


Deze methode, bijna vast aangenomen bij het bewijzen der 
stellingen, wordt niet zoo algemeen gevolgd bij de oplossing 
der werkstukken. 

Hierin ligt eene der oorzaken van de verlegenheid, waarin 
men zich gewoonlijk bevindt, wanneer men meetkundige werk- 
stukken moet oplossen. 

In vele werken over de beginselen dezer wetenschap, vindt 
men een werkstuk op deze wijze behandeld: men toont aan, 
welke bewerkingen moeten worden uitgevoerd met de gege- 
vens; men voert de bewerkingen uit, die tot de oplossing van 
het vraagstuk leiden; en eindelijk geeft men het bewijs, dat 
dient om de juistheid der verrichte handeling aan te toonen 
en iederen twijfel op te heffen. 

Bij deze wijze van doen vinden wij werkstuk en stelling , 
samenstelling (synthese) en ontleding (analyse) tege- 
lijkertijd ; maar niets toont den weg aan, dien de geest heeft 
gevolgd om tot de oplossing te komen. 

Het is niet zeer waarschijnlijk, dat deze enkele en een- 
voudige aantooning van den gang der oplossing er toe leiden 
zal, dat een tweede, een derde vraagstuk wordt opgelost. 
Na een groot aantal vraagstukken op genoemde wijze te heb- 
ben opgelost, zal de leerling misschien een vrij groot aantal - 
bewerkingen weten uit te voeren of met zekere gemakkelijk- 
heid een nieuw en voor hem onbekend vraagstuk weten te 
maken tot een bijzonder geval van een vraagstuk, dat hij 
reeds heeft opgelost en dat met het nieuwe eenige overeen- 
komst heeft. Maar het staat vast, dat door dit middel de 
ontwikkeling van het verstand niet wordt bevorderd. Het 
dient slechts om het geheugen een grooten last op te leggen 
van slecht geordende en meestal niet begrepen denkbeelden. 

Niet begrepen, omdat de geest er niet in doorgedrongen is. 


VI. Eenige voorbeelden zullen het verschil der twee methoden 


nog beter doen uitkomen. 
stukken op te lossen. 


Vraagstuk 1. 


Zij gevraagd de volgende vraag- 


{ 


Door een gegeven punt A eene rechte 


lijn te trekken, zoodanig dat zij op gelijken afstand ligt 
van twee andere gegeven punten B en C. 


Synthetische methode. 


Vereenig B met 
C en trek door A 
en het midden M 
van BC eene rechte 
lijn. Deze lijn vol- 
doet aan de vraag. 

Bewijs. Trek BD 
en CE | op de lijn door A 
en M, dan is 

A BMD 2 ACME, 
want BM =CM, 
ED =S OS 
en Z BMD =/ CME, 
dus BD =CE, d. í. de af- 
standen van B en C tot AM 
zijn gelijk. 


Vraagstuk 2, 





Analytische methode. 


Onderstellen we, 
dat AEMD de ge- 
vraagde lijn is. 

Laat uit B en Q 
de loodlijnen BD en 
CE er op neer, dan 
zullen deze volgens 
de onderstelling aan elkaar 
gelijk en volgens de con- 
structie onderling evenwijdig 
zijn, zoodat ABMD 2 ACME, 
omdat BD = CE, 

LD=/ E= 90° en 
LBMD —= / CME (overst. //_) 
dus is BM —=CM, d.i, M is 
het midden van BC. 

De gevraagde lijn uit A gaat 
dus door het midden van BC. 

Hieruit volgt de constructie. 

Trek uit A door het mid- 
den M van BC eene rechte 
lijn, dan is deze de gevraagde. 


Op een plat vlak zijn eene rechte lijn 


AB en twee punten P en Q aan denzelfden kant der lijn AB 
gegeven. Uit deze twee punten P en Q naar een punt E in 
de lijn AB twee rechte lijnen PE en QE te trekken, die met 
AB gelijke hoeken maken, 


Synthetische methode, 


Uit een der punten 
ens Gh. bv Of 
late men de loodlijn 
QC op de gegeven 
rechte AB neer, en 
verlenge haar met een stuk 
CD = QC; vereenigt men het 
andere punt P met D, dan 
is het snijpunt E der lijn PD 
met AB het gevraagde punt. 
Vereenig Q met E,‚ dan is 

Z AEP =/ BEQ. 

Bewijs. AQCE 2 ADCE, 
want QC—=CD, CE = CE, 
OR AOCH = A DCH IDP; 
dus / QEC = / DEC. Maar 
ZL AEP —= / DEC (over- 
staande //) dus ook 

ZL AEP = 4 BEQ. 





ee 
PN Ï 


BEN punt is, dan zijn 


Analytische methode, 


Á 


Onderstellen we, 
dat E het gevraagde 


5 PE en QE de ge- 

Ie vraagde lijnen en is 
/ AEP =—=/ BEQ. Verlengen 
we nu PE door E,‚ dan is 
‚BED == Z AEP als over- 
staande / , dus ook 

BED =/ BEG. 

Laten wij nu uit Q eene 
loodlijn QC op AB neer en 
verlengen we haar tot zij het 
verlengde van PE in D snijdt, 
dan is A QCEZ2 A DCE, 
omdat CE = CE, 
LL QCE == / DCE = 90° en 
LQEC=/ DEC, dus QC=CD, 
zoodat D het symmetrische 
punt is van Q met betrek- 
king tot AB. 

Hieruit volgt nu de con- 
structie. 


Vraagstuk 8. In een plat vlak zijn twee rechte lijnen 


AB en CD benevens een punt P gegeven. 


Men vraagt nu uit 


P eene rechte te trekken, die AB en CD onder gelijke hoeken 


snijdt. 
Synthetische methode. 
Trek uit P de 
rechte PGHIlood- 
recht op de bis- 
sectrix EF van 
den / BED, die 
de lijnen AB en 
CD met elkaar 
maken, dan is 





Analytische methode. 
Onderstellen we, 
dat PGHI de ge- 
vraagde lijn is, 
dan is 
LEGI= / EIG 
volgens de onder- 
stelling , dus dan 
is A BEGI gelijk- 


PI de gevraagde lijn 

en / EGI =/ EIG. 
Bewijs. 

A EGH £ A EHI, 

want EH —= EH ’ 


LHEG == ZL HEI= 
1 jk 


en Z EHG = Z EHI == 90°, 
dus „EGI =/ EIG 
en PGHI de gevraagde lijn. 





beenig , zoodat de 
loodlijn EH op GI 
de bissectrix is 
van / GEIL. 
Hieruit volgt 
de constructie, 
Verleng BA en 
DC tot zij elkaar 
in E ontmoeten, deel / BED 
middendoor en laat uit P de 
loodlijn PGHI op de bissectrix 
EI neer, dan is PGHI de ge- 
vraagde lijn en / EGI—=/ EIG. 


Vraagstuk 4. Jm een plat vlak zijn een cirkel M en 


een punt P bwiten den cörkel gegeven, 


Men vraagt uit P eene 


raaklijn aan den cirkel M te trekken. 


Synthetische methode. 


Beschrijf uit het 
punt P als middel- 
punt met PM als 
straal een cirkelboog. 
Beschrijf eveneens een 
cirkelboog uit M als 
middelpunt met de 
middellijn. van den 
cirkel M als straal. Deze twee 
cirkelbogen zullen elkaar in 
A en B snijden. Trek MA 
en MB, dan zullen deze den 
cirkel M in C en D snijden. 
De lijnen PC en PD zijn dan 
raaklijnen aan den cirkel M. 

Bewijs. De punten P en C 


liggen elk voor zich evenver 


van de uiteinden A en M der 
lijn AM, zoodat PC loodrecht 





Analytische methode. 


Onderstellen. we, 
dat PC de gevraagde 
raaklijn is, dan zal 
de straal MC | PC 
zijn, en als wij MC 
verlengen met CA == 
MC, en PA trekken, 
dan zal PA = PM 
zijn. Het snijpunt A is dus 
à priori te bepalen door de 
snijding van twee cirkelbo- 
gen, waarvan de stralen MA 
en PA bekend zijn. 

Uit de analyse volgt, dat 
er twee raaklijnen (PC en 
PD) te trekken zijn. 

De constructie volgt uit het 
voorgaande. 


staat op het midden C van 
MA en bijgevolg ook loodrecht 
staat op het uiteinde C van 
den straal MC en dus eene 
raaklijn is aan den cirkel M. 

Evenzoo is PD | MD raak- 
lijn aan cirkel M, 
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Vraagstuk 5. Men vraagt aan twee gegeven cirkels 
M en N eene uitwendige raaklijn BC te trekken. 


Synthetische methode, 
Trek door 
de middel- 
punten M 
en N eene 
rechte; be- ä& 
schrijf uit & 
M een cir- 
kel met een straal MA gelijk 
aan het verschil der stralen 
der cirkels M en N en trek 
uit N eene raaklijn NA aan 
den hulpeirkel MA, Verleng 
MA tot den omtrek van M in 
B, en trek BC // AN, dan 
is BC eene raaklijn aan de 
twee cirkels M en N. 
Bewijs. Volgens de con- 
structie is BC een raaklijn 
aan den cirkel M. Er moet 
dus alleen bewezen worden, 
dat BC ook eene raaklijn is 
aan den cirkel N. Maar als 
men NC //MAB trekt, is NC 
L BO. Het is nu voldoende 
te bewijzen, dat het punt C 
op den cirkelomtrek N ligt. 
Dewijl NC =AB is, ligt dus 
C op den cirkelomtrek N. 





Analytische methode. 
g _Onder- 
ij stollen we, 
dat BC de 
gevraagde 
raaklijn 
is. Als wij 
nu de stra- 
len MB en NC trekken, dan zal 
MB // NC zijn ; daarenboven 
zal, als wij uit N eene 
rechte NA // BC trekken, 
MA =MB—_NC en MA } NA 
zijn. NA is dus eene raak- 
lijn aan den cirkel MA, welke 
uit M met het verschil der 
stralen der gegeven cirkels 
M en N beschreven is. 

Uit de analyse volgt nu 
de constructie. 
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Aan de andere zijde is evenzoo eene raaklijn te construeeren, 
zoodat er 2 raaklijnen aan de vraag voldoen. 


VIT. Dit kleine aantal voorbeelden moge voldoende zijn 
om het voordeel der analyse buiten twijfel te stellen. Er is 
meer: het is zeker, dat de analytische methode de eenige 
methode is, die tot de synthetische wijze van oplossing geleid 
heeft. En wanneer, in het meerendeel der werken over meet- 
kunde, deze dogmatische vorm leven blijft, dan geschiedt dit 
ongetwijfeld tot meerdere scherping van het verstand; dan 
gebeurt dit om vooral juist aan te toonen ‚ welke gang ge- 
volgd moet worden om te voldoen aan de voorwaarden van 
het gestelde. Maar deze methode moge als onder wijs-methode 
hare verdiensten hebben, voor het zoeken der oplossingen 
zelf heeft zij geen waarde. Hiervoor is de hulp der analy- 
tische methode noodzakelijk. 


Voor zooveel men kan oordeelen uit bovenstaande oplos- 
singen, waarin in korte woorden de grond-redeneering is uit- 
gedrukt, bestaat de oplossing van een vraagstuk volgens de 
zuivere analytische methode in het algemeen uit de volgende 
vier (vijf) deelen : 

19. Veronderstellingen en voorbereidende constructies ; 

29. Onderzoek naar de betrekkingen tusschen de gegevens en 
het gevraagde van het vraagstuk ; 

39%. Oplossing en eind-constructie ; 

49, Bewijs. 

59°. Hieraan moet een vijfde deel, en wel een zeer belang- 
rijk deel worden toegevoegd: de bespreking (diseussie). 


Eene eigenschap van den cirkel. 


Als men in een cirkel eene middellijn AB en aan dezelfde 
zijde van AB twee koorden AC en BD trekt, die elkaar in 
een punt P binnen of buiten den cirkel snijden , heeft men : 


AB? =AP.AC BP, BD. 
Bewijs dit, 
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Eerste geval. P ligt binnen den cirkel. 
Trek AD, dan zijn A ADB en A ADP recht- 
hoekig in D, 
AB? —=AD? + BD? 


— AP? — PD? + BD? 

— AP? +4 BD? — (BD — BP)? 

— AP? + BD? — BD? + 2BD , BP — BP? 
— AP? 4 BD. BP + BP (BD — BP) 

— AP? + BD.BP + BP. BD 





— AP? + AP. PO +BD. BP 
— AP(AP + PC) + BD. BP 
—AP.AC + BP. BD. 


Anders. 
Eerste geval. Trek PE _L AB, dan is 
ABPEx A ABD, dus 
PB:BE = AB: BD 
EN ED DD Net ED eee GE 
A APE A ABC, dus 
AP: AE = AB: AC 
ABAD EAP A Oneehe tan al sss 
(1) en (2) opgeteld , geeft : 
(AE + BE), AB —=AB? =AP,. AC +BP.BD. 


Tweede geval. P ligt buiten den cirkel. 
AACIm A APD, dus 
AI: AC=Z=AP: AD | 
ADD APACHE ME A weete (Lj 
ABDIx A BCP, 
BI: BD = BP : BC 
BIRBENES DP BD AE na omeen 2 
Daar volgens het eerste geval 
AB? = AI.AD + BI. BC 
volgt uit (1) en (2) dat ook 
AB? = AP.AC BP. BD, 


(Zie ook „De Vriend der Wiskunde”, II, bl. 56, no. 132.) 
H. VERKAART, 
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De hoogtelijnen van een A gaan door 1 punt. 


Zij in A ABC BEL AC en 
CF | AB. 
Volgens het theorema van Pyrroa- 
GORAS is 
in A ACF AF? =—=AC? — CF? 
in A ABD BD? —= AB? — AD? 
in ABCE CE? —= BC? — BE? 


AF? BD? JCE? =(AB?-HBC? HAC?) —(AD?+BE?+CF?2) (1) 
Verder is nog 
in A BCF BF? —= BC? — CF? 
in AACD OCD? —= AC? — AD? 
in A ABE ABE? — AB? — BE? 


AE?+BE? OD? =(AB?+B0?+AC?)—(AD2+BE?4CF2) (2) 
Uit de vergelijkingen (1) en (2) volgt nu dat 
AF? BD? + CE? = AE? J BF? + CD? 
zoodat de loodlijnen, die D, E en F' tot voetpunten hebben, 
door 1 punt gaan. (Zie o.a. „De Vriend der Wiskunde”, I, 
bl. 172) 
Als A ABC stomphoekig is, geldt hetzelfde bewijs. 


Anders, 


Zij A ABC scherphoekig, AD j BC, BE _L AC en CF | AB, 
en stellen we BC —=a, AC =b en AB =c, dan is 
at de —D? 





nie b? -L c? LA a? 
BOS RK ee 2a 
a: bh? EN 
en AF = eN 
2 2de 2 $__h2 2 rn 
dus BD.CE, AF = hon mn (1) 
_ ard et—b? __a?db?—c? _ b?He?—g? 
ha 2 AR rde na 
2 2.…_h2 2 ar2 2 ary 2 
dus CD. AE. BF = ene ENC 


Uit (1) en (2) volgt nu dat 
BD,CE,AF =CD, AE. BF. 
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Volgens het theorema van Crva *) volgt hieruit, dat de 3 
hoogtelijnen door één punt gaan. 
(Voor den stomphoekigen A behoeft het bewijs slechts eene 
geringe wijziging te ondergaan ) 
*) Zie „De Vriend der Wiskunde’, 1, bl 68.) 
H. W. ScHMELLING, 


Eene eigenschap der bissectrices van een driehoek. 


Eigenschap. De lijn AD, die een grooteren hoek van een 
A ABC middendoor deelt, is kleiner dan de lijn BE, welke 
een kleineren hoek van A ABC in twee gelijke deelen verdeelt. 

Ond. Zij in A ABC 
LADZB. 

Gest. Bissectrix AD { 
bissectrix BE. 

Bewijs. LA)4B, 

1 1 
dus 5 LA ): 3 A 
of BAO) / ABO en / CAD) / EBC. 

LAEB=/ C 4/7 EBC en / ADB=/ C 4 / CAD 
maar / EBC {/ CAD, derhalve is £ ADB ) Z ABB. 

Construeeren wij nu A ADI zoodanig, dat / IAD =/ ABO 
en / IDA — / AEB is, dan zal het punt I binnen A ADB 
vallen en A ADI A AEB zijn, dus: 

AD:EB—=AI:AB. Is nu AIX AB, dan is AD { EB. 

Trekken wij de lijn BI, dan is / ABI< ZB, 


LIAB= LA —jLB; Ank 





1 1 
LIAB+LABI(SLAHjLB, di (5 A+ (B) òf 


{ 90°, dus Z AIB > 90°, dus is in A AIB de zijde AI{ADB. 
Hieruit volgt AD (BE. 
(Zie ook „De Vriend der Wiskunde”, II, no. 124 bl. 48 —50.) 
H. W. ScHMELLING. 
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Over vergelijkingen van den vorm az J- ba? + e==0. 


De vergelijkingen van den vorm ax? 4 be? 4 ec —=0 wor- 
den onmiddellijk teruggebracht tot de vergelijkingen van den 
tweeden graad door z? als onbekende te nemen. 

Zij dragen daarom den naam van bigwadraat vergelijkingen. 

Men besluit er uit, dat 

stre te — 440) 


Eene biquadraat vergelijking zal dus in het algemeen vier 
wortels hebben. 

Als b? — 4ac <0, 
zal zij geen wortels hebben, want dan bestaat er geen waarde 
voor z? die voldoet aan de vergelijking az* + ba? +-e=—=0 (1) 

Als eene der grootheden begrepen in de formule 

—_b Ev (b? — 4ac) 
2a 
negatief is, zal de vergelijking slechts twee wortels hebben ; 
als zij beide negatief zijn, zal de vergelijking (1) geen wor- 
tels hebben, 

Wij zullen eene formule doen kennen, welke in veel ge- 
gevallen de berekening der wortels der vergelijking (Ll) ver- 
eenvoudigt; de wortels van deze vergelijking zijn van den vorm 

v(A—J-vB). 

Als voorbeeld zullen we het volgende vraagstuk oplossen : 

Vraagstuk. Als A en B rationaal zijn, vraagt men 
twee rationale getallen w en v te vinden, welke voldoen aan 
de betrekking. 

(AH TB) =DE on eN 

Merken we vooraf op, dat, als men heeft 

mtvnz=m Jy, 
waarin m, n, m'en n' rationale getallen aanduiden, men 


moet hebben m=m en n= N, 
als vn en v/n' niet meetbaar zijn. 
Inderdaad Vn=z=(m —md vn), 


en, door tot de tweedo macht te verheffen, 
n= (mt — my? pn +2 (mt —m). . . (3) 
Maar het product 217’ (mt — «) zal onmeetbaar zijn zooe 
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lang als # — 7’ niet nul zal zijn, want, als dit getal meet- 
baar was, zou men kunnen stellen 


/ 


u 
Ayn (mm) 5, 


waarin w' en v’ geheele getallen zijn, waaruit 
vi = 5 : 2 (mt — 11). 
rn’ zou dus gelijk zijn aan een meetbaar getal, hetgeen 
in strijd is met onze onderstelling. 


Maar, als 77 , m is, is het tweede lid der formule (3) on- 


meetbaar, terwijl het eerste het niet is; dus moet » = xt 
zijn, en bijgevolg ook n = n’. 
Komen we nu op de formule (2) terug. 
Door haar tot de tweede macht te verheffen , heeft men 
AdyvB=z=ukvd-2rvuw, 
waaruit we besluiten dat 


Az=udv, vB=2rvuw of $B= up. 


We zullen vervolgens opmerken dat, als 7/”B met het tee- 
ken — gevonden wordt, de wortels 17’w en v/v met tegen- 
gestelde teekens zullen moeten genomen worden. 

Men kent dus de som en het product van w en v; deze 
grootheden zijn dus wortels der vergelijking van den tweeden 


graad mv — Ar J : atd: 


Men leidt er uit af dat 
A ty (A? — B) 


en bijgevolg 


Pina yd) 
Deze formule zal het vraagstuk oplossen, telkens wanneer 
A* — B een volkomen vierkant zal zijn. 
Evenwel zullen we moeten opmerken, dat de formule (4) 
eene identiteit is en dat zij plaats heeft in de gevallen, waar 
de getallen A en B geheel en al willekeurig zijn. 
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Inderdaad, de twee getallen w en v zijn bepaald geworden 

door de voorwaarde van te voldoen aan de formules 
uivz=A, w=iB, 
die voldoen aan de voorwaarde 
uivE2rvwsAtEyB, 

dat is te zeggen vudrvv=iv (Ay B), 
hoedanig ook A en B zijn. Overigens wordt de formule (4) 
gemakkelijk bewezen, door hare twee leden tot de tweede 
macht te verheffen. 


Voorbeeld. De vergelijking #4 + px? + q == 0 oplossen: 


Men heeft st VIV (E —0)| 


Passen we bij de berekening van « de formule (4) toe. 
Daarvoor moet men in deze formule 
hpt 
As 5 De 7 en Á B=g 
stellen; dan komt er 


zeide (A-Aee) 


De herleiding zal altijd mogelijk zijn, als q een volkomen 
vierkant is; alzoo zal de vergelijking 
vi — 24q? J 26 —=0 
geven r=tEv(6+3) Er (6 — 3) 
of x=t(3 tE r8). 
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W.H. Wisserink, Vraagbaak bij de Eerste Verzameling van 
Vraagstukken ter oefening in het practisch rekenen. P. Noord- 
RORE LBIEFRORORIA Em: « e5 oh toete el ot def 0520 


De straal van den omgeschreven cirkel van een driehoek. 


Om A ABC is den cirkel beschreven, waarvan het mid- 
delpunt M verbonden is met A. Verder zijn uit B en M de 
loodlijnen BD en ME op de basis AC neergelaten. 

We weten nu, dat AE = 3 AC “en: APAME/=s 4 B. 
A AME en A ABC hebben een hoek gelijk, dus: 

A AME: AABC=AM.ME: AB. BC =R. ME: ac. 


Ods: A AME: A ABC —; AB ME: ; AC BD 


=S AC Xx ME: AC x BD 
==; XME:21 A ABO 
dus RME: acg b. ME: 21 
1 : abc 
of R:ac = zb : 21, waaruit volgt R = iT 


Hiermee is de eigenschap bewezen, dat 
De straal van den omgeschreven cirkel van een driehoek 
gelijk is aan het gedurig product zijner zijden, gedeeld door 
viermaal zijn oppervlak. 
B. A. TimMer, 
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Eene belangrijke eigenschap van den drieterm j 
atd pe Hg. 


De drieterm z4 4-pz? +q kan altijd geschreven worden 
onder den vorm van een product van twee drietermen van 
den tweeden graad. 

Dit is duidelijk als de wortels der vergelijking 

zt tp tg=0, 
door z? als onbekende te beschouwen, reëel zijn ; dan heeft 
men, als we deze wortels door #, en #;, aanduiden, 
erpel dg (2? — a) (e* — 4) 
Onderstellen we dus #, en z, imaginair, dan heeft men 
2 
PE KOREN 0 

Beschouwen we x* en q als de uiterste termen van een 

tweedemacht, dan heeft men 
ze dpet tga? vg) pg). « 2) 

Maar uit de betrekking (1) leidt men successievelijk af, 

door op te merken dat g > 0 is, 


pe) 
p < Wa 
pg 0. 


Als p negatief is, zal deze formule van zelf waar zijn. 
Voor de formule (2) kan men dan schrijven 


ard pet dq=(et +17) — et ea) 
of wel 

Bt Dd 
zz ivtd-rg err (2v/Q — p) 








megen (vg — p)\. 


Toepassingen. Men heeft 
gs —1=(et +1) (et? —1) 
gelet +1l—a 2) (et +1 + 2). 
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Analytische methode en algemeene beschouwingen in zake 
de oplossing van de meetkundige vraagstukken. 


(Vervolg van blz. 104.) 


VIII. Wij zullen elk dezer deelen afzonderlijk tot een punt 
van behandeling maken. Daarbij zullen wij trachten de voor- 
deelen, welke uit de oplossing van meetkundige vraagstukken 
voortspruiten voor de ontwikkeling van het verstand, duidelijk 
te doen uitkomen. 


1°. Veronderstellingen en voorbereidende constructies. 


IX. Als men een meetkundig vraagstuk heeft op te lossen, 
moet men beginnen met te veronderstellen, dat het vraagstuk 
opgelost is, en bij benadering de onbekende grootheden con- 
strueeren, welke aan de voorwaarden der opgave moeten 
voldoen. 

Behalve deze veronderstelde constructie, welke de nauw- 
keurige, die men zoekt, voorstelt, heeft men dikwijls noodig 
eenige andere voorbereidende constructies uit te voeren, om 
de betrekkingen, die tusschen de gegevens en de onbekenden 
van het vraagstuk bestaan, te doen uitkomen. Hier schijnt 
het, dat een te groote vrijheid is gelaten aan het vernuft van 
den meetkundige, en het schijnt niet gemakkelijk à priori te 
bemerken , welke soort van censtructie, onder al degene, die 
zich kunnen voordoen, bij voorkeur moet worden uitgevoerd. 
Niettemin, als men goed heeft nagedacht over den aard van 
het vraagstuk, levert het onderzoek der voorwaarden zelf ge- 
woonlijk een middel op om deze keuze te doen, gelijkerwijs in 
Vraagstuk 1 (bl. 100). Door een gegeven punt A eene 
rechte lijn te trekken, zoodanig dat zij op gelijken afstand 
ligt van twee andere gegeven punten B en C. 


Na bĳ benadering de gevraagde 
rechte AED getrokken te hebben, 
werd de voorbereidende constructie 
door de opgaaf zelf aangewezen, want 
de loodlijnen BD en CE stellen af- 
Et standen voor, die gelijk moeten zijn, 
De Vriend der Wiskunde. XL, 8 
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Evenzoo in Vraagstuk 2 (bl. 100). Op een plat vlak 
zijn eene rechte lijn AB en twee punten P en Q aan den= 
zelfden kant der lijn AB gegeven. Uit deze twee punten P 
en Q naar een punt EB in de lijn AB twee rechte lijnen PE 
en QE te trekken, die met AB gelijke hoeken maken. 


Na ondersteld te hebben, dat het 
vraagstuk opgelost was en de rechten 
PE en QE bij benadering te hebben 
getrokken, leidde de gelijkheid der hoeken 
PEA en QEB heel natuurlijk tot het 
verlengen der rechte PE om de gelijk- 
heid der hoeken PEA en CED aan te 
bi en iawevold de symmetrie der rechte ED tot EQ met 
betrekking tot de as AB, en eindelijk de symmetrie der pun- 
ten Q en D met betrekking tot dezelfde as. 

Eindelijk, om niet in te lange bijzonderheden over de vooraf- 
gaande opgeloste vraagstukken te vervallen, als men de vooraf- 
gaande constructies van Vraagstuk 5 (bl. 103) (Men vraagt 
aan twee gegeven cirkels M en N eene witwendige raaklijn BC 
te trekken.) onderzoekt, zal men eveneens zien na de gemeen- 
pg schappelijke raaklijn 
ij BC als gevonden on- 
dersteld, en de even- 
wijdige stralen MB 
en NC getrokken te 
hebben, dat men ter- 

| ds stond geleid wordt 
om de evenwijdige lijn NA te trekken, die tegelijk de plaats 
van het punt A, de grootte MA en de richting der gevraagde 
raaklijn bepalen Fe 








29, Onderzoek ndar de betrekkingen tusschen de gegevens 
en het gevraagde van het vraagstuk. 


X. Uit hetgeen voorafgaat heeft men gezien, dat de voor- 
bereidende constructies ten doel hebben de betrekkingen, die 





115 


tusschen de gegevens en de onbekenden van het vraagstuk 
moeten bestaan, volgens den aard der voorwaarden zelf te 
bewijzen. 

Onder de betrekkingen, welke de verschillende elementen 
eener meetkundige figuur voorstellen, en díe in het algemeen 
onbepaald in aantal zijn, moet men alleen letten op die, 
welke in de opgaaf zelf zijn aangewezen. 

Daarom, als er sprake is van een afstand, van de richting 
eener rechte te bepalen, zullen de beschouwingen over opper- 
vlak en inhoud van geen nut zijn, en omgekeerd; in een 
woord, men kan altijd door de voorwaarden, waaraan de op- 
lossing moet voldoen, nauwlettend te onderzoeken, den aard 
(de soort) der betrekkingen ontdekken, die men tusschen de 
elementen der figuur moet vaststellen, en den aard der be- 
kende eigenschappen, waarvan men gebruik moet maken om 
deze oplossing te vinden. 

De kennis der verschillende eigenschappen der figuren is 
hier eene onvermijdelijke noodzakelijkheid, en vruchteloos zou 
men naar de oplossing van een meetkundig vraagstuk zoeken, 
als het geheugen niet de stellingen verschafte, waarop de 
oplossing zich grondt. 

Jeugdige beoefenaars moeten hierom de meetkundige eigen- 
schappen aandachtig bestudeeren, voor zij overgaan tot de 
toepassing er van bij het oplossen der vraagstukken. Wiede 
eerste beginselen niet kent, wiens geheugen niet wakker is 
op het oogenblik, waarop het ter hulp moet komen, hij alleen 
ondervindt moeielijkheden hierbij. | 


XI. Wie de verschillende eigenschappen der figuren kent 
en zich deze herinnert, hij zal zich in dit of dat bijzondere 
geval kunnen bepalen tot het doen eener keuze uit deze eigen - 
schappen. De voorwaarden, waaraan in elk vraagstuk vol- 
daan moet worden, zullen hem dadelijk de eigenschappen te 
binnen brengen, wier toepassing de gezochte betrekkingen 
moeten vaststellen en de oplossing voorbereiden. | 

Dit is alzoo in Vraagstuk 4 (bl. 102). In een plat vlak 
zijn een cirkel M en een punt P buiten den cirkel gegeven. 
Men vraagt uit P eene raaklijn aan den cirkel M te trekken, 
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De beschouwing der raaklijn PC, lood- 
recht op het uiteinde van den straal MC, 
en der bekende lijn MP, herinnert aan de 
eigenschap der schuine lijnen op gelijken 
afstand verwijderd van den voet der lood- 
lijn, als zij gelijk zijn en omgekeerd, en 
levert terstond de oplossing van het vraag- 
stuk. 

Vraagstuk 5. Men vraagt aan twee gegeven, cirkels 
M en N eene uitwendige raaklijn BC te trekken. 

j In dit vraagstuk 
is de rechte NA pa- 
rallel aan de raak- 
lijn BC. Zij doet do 
eigenschappen der 
evenwijdige lijnen 

han | SOE herinneren en stelt 
het loodrecht zijn van NA op MB en de gelijkheid der lijnen 
NC en AB vast, 








XII. In het algemeen zal men dus alleen in aanmerking 
moeten nemen de eigenschappen der figuren, die betrekking 
hebben op de voorwaarden van het vraagstuk ; eigenschappen 
der lijnen beschouwd als lengten, als er sprake is een afstand 
te bepalen, eigenschappen der hoeken in hunne verschillende 


omstandigheden van ligging, als er sprake is de grootte van _ 


een hoek te bepalen, eigenschappen der oppervlakken en der 
inhouden, als er gevraagd wordt oppervlakken en inhouden 
te bepalen volgens gegeven voorwaarden. 


83°, Oplossing en eind-constructie. 


XIIL, Het vraagstuk is opgelost, als de onbekenden in 
functie der gegevens zijn vastgesteld, m. a. w., als de con- 
structie der onbekende grootheden slechts van bekende en ge- 
makkelijk op de gegeven grootheden uit te voeren constructies 
af hangt. 


De oplossing moet dus al de voorwaarden van het vraag- 





EE 
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stuk in het kort herhalen, en zij is eerst dan nauwkeurig, 
als zij ze alle bevat. 


XIV. De eind constructies zijn gewoonlijk het omgekeerde 
der voorbereidende constructies; zij moeten zooveel mogelijk 
op de figuren zelf worden uitgevoerd. Evenwel, als het niet 
mogelijk is deze constructies op de figuur van het vraagstuk 
uit te voeren, dan kan men ze afzonderlijk maken, en ze 
vervolgens op de gestelde figuur overbrengen. 


49, Bewijs. 


XV. Het bewijs staaft de juistheid der oplossing. 

Het is noodzakelijk, als de oplossing op eene synthetische 
wijze is geschied, omdat niets herinnert aan de middelen, 
welke gebruikt zijn om er te komen. 

Is de oplossing analytisch, dan is het bewijs bijna onnoodig. 
De nauwkeurige analyse toch is eene grondige bespreking van 
de voorwaarden, waaraan de oplossing moet voldoen, en van 
de voorbereidende constructies. De eerste steunen op vol- 
komen vastgestelde waarheden, de laatste op bewezen eigen- 
schappen. 

Het zal echter in den beginne en vooral bij moeielijke op- 
lossingen niet zonder nut zijn, tot dit logische middel zijn 
toevlucht te nemen, om na te gaan, of de analyse van het 
vraagstuk wel goed gemaakt is; in dit geval zal het bewijs 
aantoonen , dat de eind-constructie volkomen aan al de voor- 
waarden van het vraagstuk beantwoordt. 


XVI. Elke eigenschap, ontdekt door de analyse, vindt 
haar bewijs zelf in de methode, die haar heeft doen ontdek- 
ken ; terwijl, wanneer zij à priori en op eene synthetische wijze 
is uitgedrukt, het noodig is haar te bewijzen , alvorens zij als 
grondwaarheid wordt vastgesteld. 

De synthese gebruikt in het algemeen als middel om to 
bewijzen de reductie tot het ongerijmde. Zij bewijst, dat de 
verklaarde waarheid à priori bestaat, door te doen zien, dat 
eene er van verschillende onderstelling tot eene duidelijke on- 
gerijmdheid leidt. 
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De analyse integendeel bewijst eene nieuwe waarheid door 
eene vooraf gevonden eigenschap te ontwikkelen , en het mid- 
del, dat zij gebruikt, bestaat in dit gemakkelijk te bewijzen 
beginsel : 

Als twee grootheden A en B- afhankelijk zijn van eene of 
meer veranderlijke grootheden en wel zoodanig , dat zij bij 
het grooter of kleiner worden dezer laatste grootheden in 
dezelfde mate grooter of kleiner worden, dan zal de verhou- 
ding , welke nu tusschen haar bestaat, dezelfde zijn als die, 
welke tusschen haar bestaat, wanneer zij respectievelijk naderen 
tot eene zekere limiet A' en B'. 

Inderdaad zij A= B de betrekking tusschen de verander- 
lijken op eenige wijze in A en B bevat, dan zal men hebben 
A’ =B': want, zij voor een oogenblik A’) B’, indien A en 
B samen toenemen en altijd kleiner dan hare limiet blijven, 
dan zal men A dicht genoeg bij A’ kunnen brengen om B'te 
overtreffen ; en daar men altijd heeft B—= A, zou er uit vol- 
gen, dat B B’ zou hebben overtroffen, hetgeen in strijd is met 
de onderstelling. | 

Als A en B altijd boven hare limiet bleven, zou men B 
tusschen A’ en B’ kunnen brengen, hetgeen tot dezelfde on- 
gerijmdheid zou leiden. 

Het is dus onmogelijk te veronderstellen dat de betrekking, 
die tusschen A en B bestaat, niet bestaat tusschen hare limieten. 

Onderstellen we volgens dit beginsel, dat de betrekking 
moet gevonden worden, die bestaat tusschen de oppervlakken 
van twee rechthoeken met dezelfde hoogte, wanneer hunne 
basissen geen gemeene maat hebben, als men weet, dat twee 
rechthoeken met dezelfde hoogte zich verhouden als hunne 
basissen, wanneer deze meetbaar zijn. Zijn R en r de twee 
rechthoeken en «a en b hunne basissen. Denken we nu een 
derden rechthoek R met dezelfde hoogte, hebbende tot basis 
B {b, en meetbaar met B, Men zal B' zooveel als men wil 
kunnen doen naderen tot b, zonder te doen ophouden meet- 
baar te zijn met B: want het zal voldoende zijn B te ont: 
binden in onbepaald afnemende deelen , en ze zooveel mogelijk 
nabij b te brengen; de rest zal minder zijn dan eene van 
deze deelen en zal bijgevolg zoo klein worden als men zal 
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willen. Dus is b de limiet van B’, evenals 7» de limiet is van 
R'. Maar men heeft bewezen, dat R':R=B':b, dus tot de 
limiet r:R—=b:B; d.i. twee rechthoeken met dezelfde hoogten 
verhouden zich altijd als hunne basissen, 


Onderstellen we nog te vinden de betrekking, welke be- 
staat tusschen twee cirkelomtrekken en hunne stralen. 

Na bewezen te hebben, dat de omtrekken van twee regel 
matige ingeschreven veelhoeken van een zelfde aantal zijden 
zieh verhouden als de stralen, dan zal men gemakkelijk be- 
wijzen, dat deze omtrekken P en P’ tot de cirkelomtrekken 
C en C’ kunnen naderen, zooveel als men wil. 

Maar, als men heeft P:P'=R:R, 
heett wen de limiet Os. RER. 

De analyse, in deze methode der limieten, altijd den vorm 
van het vraagstuk behoudende, wijst den te volgen weg aan 
om tot de oplossing te komen, terwijl de methode der reductie 
tot het ongerijmde bekend onderstelt, hetgeen men zoekt te 
bewijzen. 

De eerste methode verdient de voorkeur, omdat zij steeds 
leidt tot het vinden der constructie en in het aangeven van 
bijzonderheden de andere overtreft. 

Het is gemakkelijker eene geschikte keuze te doen uit ver- 
anderlijke grootheden, dan de constructies voor te bereiden, 
welke de ongerijmdheid moeten doen uitkomen. Bovendien 
zijn er bij de synthetische methode evenveel bewijzen te leveren, 
als er veronderstellingen zijn, terwijl bij de analytische methode 
de geheele arbeid zich bepaalt tot het vinden der betrekking 
tusschen de veranderlijke grootheden. | 

Nog om eene andere reden moet aan deze laatste methode 
de voorkeur gegeven worden: zij is de eenige, die gebruikt 
kan worden, wanneer men van de grondbeginselen der meet- 
kunde uitgaat. Wanneer men in zekere bewijzen van theore- 
tische beginselen de methode der herleiding tot het ongerijmde 
behoudt — de eenige wijze van doen, die hier met goeden 
uitslag gevolgd kan worden — dan is het in de meeste ge- 
vallen noodig de methode der limieten aan te nemen, ook dan 
wanneer slechts de beginselen der meetkunde onderwezen worden. 


120 


Deze laatste verbetering in de methode dankt de wetenschap 
aan de nieuwe analyse. 


59, Bespreking (discussie). 


De discussie is ontegenzeggelijk eene der belangrijkste ge- 
deelten der oplossing der vraagstukken. Zij dient om de op- 
lossing algemeen te maken, door haar tot al de mogelijke 
gevallen uit te breiden, en door de onmogelijkheid of de 
mogelijkheid van het vraagstuk aan te toonen, volgens de 
verschillende wijzigingen, die de opgaaf kan ondergaan. 


Eene eigenschap van den cirkel. 


Onder no. 1214 (blz. 84) is de volgende eigenschap be- 
wezen : 

Laat men in een cirkel wit een punt eener koorde een lood- 
lijn op een willekeurige middellijn neer, dan is het quadraat 
van die loodlijn gelijk aan het product der stukken op die 
middellijn , verminderd met het product der stukken op de 
koorde. 

Deze eigenschap bracht ons tot het volgende: 

I) Zij P een punt 

Ba Op het verlengde der 

BE koorde DC aan den 

kant van C en boven 

de verlengde middel- 

lijn BA gelegen, Laat 

uit P de loodlijn PQ 

op het verlengde van 

\ BA neer en trek MP, 
Y dan is 

ZA j PQ? = MP: — MQ? 

en CP, DP = (MP + MA) MP — MA) = MP? — MA? 








of MP? = CP. DP + MA?. 
Nu is MQ? =(MA 4 AQ)? = MA? + 2MA. AQ + AQ? 
Ee ate 
dus PQ? = CP. DP — AQ (2MA + AQ) 


=CP.DP — AQ.BQ. 


a 
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ID) Zij P, een punt op het verlengde der koorde DC aan 
den kant van C en onder de verlengde middellijn BA gelegen, 
Trek P,Q,‚ L op het verlengde van BA, dan is 

P‚Q; = MP? — MQ? 
en CP,.DP, —= (MP, MA) (MP, — MA) = MP, ° — MA? 





of MP: = CP, ‚DP ‚+ MA?. 
Nu is MQ? —= (MÁ+AQ ) a MA? +2MA. AQ+AQ,? 
aftr. 
dus PO ORDE AQ (OMA KON 


: — CP, ‚DP, AO: ‚BQ, 

HI) Zij P, een At op het verlengde van CD aan den 
kant van D. Trek P,Q, Ll op het verlengde van AB, dan is 
P,Q‚? = MP} — MQ? 

en CP,.DP, =(MP, + MA) (MP, — MA) = MP; — MA? 
of MP) = CP, . DP, + MA? 
MQ? — (MB, + BQ)? = (MA + BQ)? 
— MA? OMÁ. BQ, + BQ? 
EE AIF. 
dus P,Q,? =CP,.DP, — BQ, (2MA + BQ.) 
tE ‚DP, AO 0e 
Men heeft dus de VE eigenschap : 
Laat men uit een punt gelegen op het verlengde eener koorde 
van een cirkel eene loodlijn neer op eene willekeurige middel- 
lijn van dien cirkel, dan is het guadraat dier loodlijn gelijk 
aan het product der stukken op die koorde , verminderd met 
het product der stukken op die middellijn. At DB 


g° 


BIBLIOGRAPHIE, 

H. A. van BEUNINGEN, Jzn., Tafels ten dienste van Leerlin- 
gen der H. B. S., Gymnasia, Kweek- en Normaalscholen , 
van de hoogste klassen der Scholen voor M. U. L. O. e‚a. 
Leiden, J. M. N, Kapteijn, 1896 . . . . . . f 0,25 
1, Tafels der vierkantswortels uit de getallen van 1—1000, 

in 7 decimalen nauwkeurig. 

Idem der derdemachtswortels. 

Tafels der quadraten van de getallen van 1—1000. 

Idem der derdemachten. 

Tafel van de verschillende (le—9e) machten der ge- 

tallen van 1-—100. 

Het is een geriefelijk boekje. De cijfers zijn groot en duidelijk. 


nee N 
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Vermenigvuldigen volgens GELOSIAM. 


Er is een tijd geweest, dat men op de volgende wijze eene 
vermenigvuldiging uitvoerde. 

Men teekende eene figuur, uit vierkanten bestaande, door 
zooveel vierkanten naast elkaar te plaatsen als er cijfers in 
het vermenigvuldigtal voorkwamen, en daarvan zooveel rijen 
onder elkaar te plaatsen als er cijfers in den vermenigvul- 
diger stonden. 

Daarna trok men in elk vierkant eene diagonaal, zóó dat 
alle diagonalen in dezelfde richting liepen, waardoor schuine 
kolommen ontstonden. In deze schuine kolommen schreef men 
de eenheden derzelfde orde 

Het product kwam buiten de figuur te staan, 

We zullen, dit door een voorbeeld ophelderen. 

Vermenigvuldigen we bijvoorbeeld 4987 met 352, dan tee- 
kenen „we 3 rijen van 4 vierkanten onder elkaar, en trekken 
in elk vierkant eene diagonaal in dezelfde richting. 


In de eerste schuine kolom rechts, 
de kolom der eenheden, die uit één 
enkelen driehoek bestaat, schrijft 
men het cijfer der eenheden van 
het product, dat 4 is, voortkomende 
uit het product 14 van 7 met 2, 

In plaats van 1 achter te hou- 
den , schrijft men de 1 in hetzelfde 
vierkant, waarin 4 staat, maar in 
de naast gelegen schuine kolom, die uit drie driehoeken be- 
staat en de kolom der tientallen is. 

Men vermenigvuldigt vervolgens 8 met 2, dit product 16 
schrijft men in het tweede vierkant der eerste rij , evenals 
men 14 heeft geschreven in het eerste vierkant. 

Men schrijft nu evenzoo het product 18 van 9 met 2 in 
het derde vierkant en het product 8 van + met 2 in het 
vierde vierkant. | 

In de tweede horizontale rij schrijft men op dezelfde wijze 
de producten der cijfers van het getal 4987 met 9 

In de derde horizontale rij doet men evenzoo. 





123 


De som der gedeeltelijke producten, of het gezochte pro- 
duct, wordt nu verkregen door de eenheden derzelfde orde, 
welke in eene zelfde schuine kolom staan, op te tellen. 

De derde schuine kolom is die der honderdtallen en zoo 
vervolgens. 

De cijfers dezer uitkomst worden buiten de figuur geplaatst, 

Het gezochte product is 1755424, 

Deze wijze van vermenigvuldigen wordt naar GELOSIAM 
genoemd. 


Ongetwijfeld zou men er goed aan doen deze manier van 
vermenigvuldigen nog te onderwijzen, omdat zij, al moge zij 
niet zoo zeer praktisch zijn, ten minste toch theoretisch meer 
eenvoudig is, dan de klassieke methode. 

Eind-examen van de Rijks-Landbouw-Winterschool 
te Goes, 1896. 


Wiskunde. 

1 Van twee kapitalen, die samen f 4750 bedragen, staat 
het eerste uit tegen 5 en het tweede tegen 4 pCt. Hoe groot 
is ieder, als het tweede in 1 jaar f 100 meer opbrengt dan 
het eerste ? 

2, A en B bezitten samen f 1200. Had A 2 en B5 X 
zooveel, dan zouden ze samen f 3000 bezitten Hoeveel bezit 
ieder ? 

3 Een bedrieger neemt de helft van het vet (de melk 
bevat 3,696 pCt. vet en heeft een S.G. van 1,03) van de 
melk af,‚ en voegt er water bij tot het S.G. van 1,03 her- 
steld is. Hoeveel water moet hij doen bij oorspronkelijk 100 L. 
melk? S.G. vet = 0,924, Afgeroomde melk berekenen tot 
op een duizendste nauwkeurig. 

4. Als de rogge per Tschetwut van 9 Pud 10 ® te Peters- 
burg Z.R. 10,60 kost, hoeveel kost dan cen last ? 

5. Hoeveel wagens mest van 1 M? zitten aan een hoop, 
die den vorm van een afgeknotte vierzijdige piramide heeft, 
waarvan het grondvlak 4,4 M. lang en 3,3 M. breed, het 
bovenvlak 2,4 M. lang en 1,8 M. breed en de rechte hoogte 
1,8 M. is? (v/ tot op cM nauwkeurig ) 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 12211240. 


1221. In een A, waarvan de basis b en de hoogte h is, 
een rechthoek op b te construeeren, zoodanig dat het 
verschil tusschen basis en hoogte van dezen rechthoek 
gelijk d is. 


Oplossing. 
Zij AC —=b, BD =h en EF —= 
HG —= z, dan zal 
KD =EF — EH = # —d zijn 
en BK —= h— (&—d) = h— add 
zijn. A BEF A BAC dus 





EF : AC —= BK : BD 
of z:b —=h—-erd-d:h.. (1) 
, AAD te 
waaruit EE en: a ede erder ate dee (2) 
AN _b(hI-d) __ h(b—d) 
en KD =d DE, We en „Alb 


Construeer nu de vierde evenredige KD tot h,b—d en 
hb, meet haar op DB van uit D af en trek EF |I|AC door 
C, laat EH en FG _L AC neer, dan is EFGH de gevraagde 
rechthoek. 

Opmerkingen. 1) Als d=0 is, zijn basis en hoogte van 
den rechthoek gelijk en wordt de rechthoek een vierkant. 


2) Als men in de formules (2) en (3) d=0 maakt, ver- 
krijgt men #« —= KD = EED zoodat dan de vierde evenredige 
tot b, hen hb te construeeren is. 

3) Omdat KD > 0 ises—d)Oenr)d. Dewijl EF =a < b 
is dus ook d { b. 

4). Stelt men EH —e dan is EF =d, zoodat dan 

EF:AC—= BK:BD 
odd:b =h—e:h 


nee en 

waaruit dan KB 

nit _ b(h+-d) 

en EF =r hd = bee 
Omdat beden > 0 is ook (b—d) > O, dus b ) d 


hb 
evenals we boven reeds vonden. 
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Analyse. Zij A ABC de gegeven A en EFGH de ge- 
vraagde rechthoek. Trekt men EI // BC en maakt men 
IP = EH, dan is GH == Bl en CP —= basis van den recht- 
hoek — hoogte van den rechthoek — d. Trekt men nu uit een 
willekeurig punt L van zijde AB de rechten LM // EH, 
LN // EI en LO//EP, dan is A LNOx» A EIP en LM = NO. 
Hieruit volgt de 

Constructie, Trek uit een willekeurig punt L van een der 
opstaande zijden LM 1 AC, LN // BC en maak NO —= LM. 
Trek nu LO, neem nu op de basis een stuk CP =d en trek 
PE // LO, EF // AC en EH en FG _L AB, dan is rechthoek 
EFGH de verlangde. 

Bewijs. Trekt men EI // LN, dan volgt uit de gelijkvor- 
migheid der AA EIP en LNO dat LM: NO =EH: IP, dus 
EH =IP, GH — EH —=IC — IP = CP =d. 

Opmerking. De constructie is altijd mogelijk, indien d { b. 

S. DE Boer. 


Tweede oplossing. 


Constructie. Als drieh. ABC de 
basis & en de hoogte A heeft, past 
men uit A op AC een stuk AD == d 
af. Trek een lijn DE // AB. 
Construeer in A EDC een vierkant HIKL, door op EF, 
de hoogtelijn op DC, een vierkant EFOG te construceren , 
G met D te vereenigen en uit H (snijpunt van DG en BC) 
HIJ AC, HL//AC (L snijpunt van HL met DE) en LK L 
AC te trekken en zoo het vierkant HIKL te beschrijven. 
Vervolgens verlengt men HL tot M in AB en trek uit dat 
punt de loodlijn MN op AC. MHIN is dan de gevraagde 
rechthoek. 
Bewijs. Blijkens de constructie is MHIN een rechthoek. 
Voorts is ML == AD =d, en LH == HI, zoodat de recht- 
hoekszijde MH —= de rechth. HI + d. H. & R. 


Derde oplossing. 


Gegeven: BD —= hoogte=h. AC = basis =b. CH == ver- 
schil tusschen lengte en breedte des gevraagden rechthoeks = d, 
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Gevraagd : dien recht- 
hoek te econstrueeren in 
een A, die de gegevens 
bevat. | 

Analyse. Zij A ABC 
de gevraagde A, BD =h 
en AC —=b. Stel, dat recht- 
hoek KR de gevraagde is, 
zoodat dus KM — MR =d 
is. Veranderen we den wil- 
lekeurigen A ABC in een 
A ACS, waarin / A recht is, dan zal A ACS een bepaalde 
A zijn, want bekend zijn AS—=h, AC=b en {A= 90°. 
Wordt MK door K verlengd, totdat ze AS in I snijdt, ter- 
wijl ’t snijpunt van KM en CS in T valt, dan zal MT = IK 
zijn, omdat A ABS en A CBS dezelfde basis en hoogte,heb- 
ben. Hieruit volgt dus: IT —= KM, terwijl, omdat IT // AG 
is, IA = KN == MR is. Kunnen we dus in den rechth A ACS 
de lijn IT zoodanig construeeren, dat IT — Al==d is, dan 
is het vraagstuk op te lossen. Was ’t verschil d=—=0, dus, 
als de rechthoek een vierkant was, dan zouden de diagonalen 
van dat kwadraat / SAC (en / TIA) middendoor deelen, De 
diagonaal uit A zou dan de bissectrix zijn van Z A. In onze 
figuur is AH de bedoelde lijn, dus IH—=IA —= A0 = HO. 
HT moet dus, als d > O is, het verschil uitdrukken. Trekt 
men nu door H de lijn HE |/ SC, dan zal CE —= TH zijn, 
en dus H te construeeren zijn. We krijgen de volgende 

Constructie. Trek de lijn AC en pas daarop af een stuk 
AC —= b. Richt in A de loodlijn AS — h op en verbind $ 
met C. Deel / A door AV middendoor. Pas van uit C op 
CA een stuk CE = daf. Trek door E de lijn BH |/ CS, 
die AV in H snijdt. Trek door H de lijn (willekeurig ver- 
lengd) IM // AC en door S de lijn SB || AC (ook willekeurig 
verlengd). Dan zullen de stukken, die door de opstaande 
zijden AB en CB van A ABC, waarvan punt B een wille- 
keurig punt der lijn SB kan zijn, van de lijn IM of haar 
verlengde worden afgesneden, de langste zijden van den recht- 
hoek KR zijn. Door uit K en M de loodlijn KN en MR op 
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AC (of haar verlengde) neer te laten, is de rechthoek go- 
construeerd. 


Bewijs. CE == HT, omdat vierhoek CEHT een parallelogram 
is (CT // EH, HT // CE). Verder is in A AIH / IAH = 
LIHA = 45°, dus IA = IH. Hieruit volgt: IT —IA == 
HT = CE = d. IK = TM, want in de AA ABS en CBS 
zijn de bases gelijk, nl. SB en ook de hoogten == A, zoodat 
dus, daar IM//SB is, IK = TM is. Hieruit volgt IT = KM, 
dus : KM —lA = KM — KN =d. 


Discussie. De constructie kan ook als volgt uitgevoerd wor- 
den. Neem CE == d. Trek EF in den willekeurigen A ABC |/ BC, 
tot ze AB in F snijdt. Trek FG // AC, tot ze de loodlijn 
in A op AC in G snijdt, verbind G met E. Deel / A door 
AH middendoor en trek door ’t snijpunt H van GE en AH 
de lijn IH;/ AC. Dan is IK = HL, dus [H + LM —= HM, enz. 

We kunnen in elken driehoek, mits de gegevens aan zekere 
voorwaarden voldoen, twee rechthoeken construeeren, nl. een, 
waarvan KM — MR =d is en een, waarbij MR — KM =d. 
Is dit laatste ’t geval, dan moet CE aan den anderen kant 
van C,‚ of van uit A op AS worden afgezet. In ’t eerste 
geval blijven constructie en bewijs ongeveer gelijk. In het 
tweede moet door W de lijn WF // AV getrokken worden , 
totdat ze CS in T snijdt, waarna men door T de lijn 
IM // AC trekt 

Maar d moet aan eene voorwaarde voldoen, afhankelijk 
van ben h. Is nl. CE grooter dan CA of = CA, dan zal 
E in of geheel buiten den driehoek vallen. In dat geval kan 
men dus geen snijpunt van AS en de lijn door E // CS getrok- 
ken, krijgen, tenzij men in ’t eene geval A als zoodanig wil 
beschouwen. Is MR — KM = d, dan geldt dezelfde voor- 
waarde ten opzichte van 7. 

L. pe Boen. 


1222. Van een A is het verschil tusschen de opstaande zijden 
d en zijn de segmenten m en n, waarin de topbis- 
sectrix de basis verdeelt, gegeven. Bereken den omtrek 
van dien A. 
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Oplossing. 
Van A ABC is AC — AB =d, 
AD de topbissectrix, CD =m en 
BD = » gegeven. Men heeft nu: 











AC: AB —_CD:BD 

AC —AB: CD—BD —=AC:CD 

— AB: BD 

dim—-n —=AC:m 

—_ÂÄB:n 

waaruit AC =—= Ae en AB —= ge en 
ET Mm — Nn 
din J- dn 


Omtrek A ABC = AC + AB + BO = En + (1 + 7) 
_ (dm — n) (m + 1) 
m  —— N 
Het construeeren van den driehoek uit 
deze gegevens. 
Gegeven. Zij AC —AB == d, 
AD de topbissectrix; CD = m, 


BD =n. 

Analyse. Maak AG == AB, dan 
is CH —=d, 

Maak DH =BD=—=n, dan is 
CH == m—n. 


Verbindt G met H,‚ dan is / BGH == 90°, want 
BD == DG == DH; 

Maar ook staat AD in K (snijpunt van AD en BG) … BG, 
dus AD // GH. 

Constructie. 1) Zet de beide gegeven segmenten n en m 
naast elkaar uit BD =#, DC =m, zoodat BC == m Ju, 

2) Beschrijf uit D met BD = DH —n tot straal een halven, 
cirkel, 

3) Beschrijf uit C met CG =d als straal een cirkel, die 
den eersten snijdt in G (het tweede snijpunt ís symmetrisch 
van G tot BO). 

4) Trek CG en uit B een lijn, die met BE een hoek maakt 
gelijk aan / BGA ; het snijpunt A dier beide lijnen geeft den 
top À. 

Mogelijkheidsvoorwaarde. CG) CH of d) m —n. C.W, 
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1223. Een A te construeeren, als gegeven zijn: de basis, 
de bisseetrix van den tophoek en de hoogte H. Srersma, 
Oplossing. 

Gegeven: BC, AD en 
AE t BC. 

Gevraagd: A ABC. 

Constructie. 

Analyse. Zij AABC de 
gevraagde A , waarin de 
bissectrix AD en de hoogte- 
lijn AE getrokken zijn. Maak AF —=AC, trek DF door, tot 
ze de lijn door A | BC getrokken in G snijdt, dan is: 
DF =DC en A AFG A BFD, dus: 

AG: BD en GH: DE 
of (AG 4 GF): (BD 4 DE) = FG: FD, 
waaruit FD te vinden is. 

Trek eene lijn en daarop loodrecht eene andere —= AE (de 
gegeven hoogte). Beschrijf uit A met de bissectrix AD als 
straal een cirkelboog, die de lijn door E _l op de eerste ge- 
trokken lijn in D snijdt, dan is A DAE geconstrueerd , dus 
LADE = / ADF bekend, dus ook punt G gevonden. Nu 
zijn ook GA en GD bekend, en ook BD + DF ; noemen we 
GA =p; GD =—=g en DF —=z, dus BD =a—e (a =de geg. 
basis), dan is: 


(ptg—e)ra=(q—e)teof e= EPE +V (EEIES) ag 
welke beide waarden voldoen en tegelijk BD en DC leveren. 
Maak nu DF —= DC == de eene geg. waarde en DB == de 
andere, trek AC en AB en de constructie is uitgevoerd. 
Opmerking. AD moet > AE zijn; overigens is de con- 
structie steeds mogelijk. H. SreRrsMA. 





Tweede oplossing. 
Van A ABC is gegeven: de bissectrix AD, de basis BC == a 
en de hoogte AE =h, | 
De hoogte h en de bissectrix AD zijn 2 zijden van een recht- 
hoekigen A AED, welke A dus te construeeren is. Daardoor 
is ED bekend. Zij ED ze, 
De Vriend der Wiskunde. Xl 9 
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Stel CE =z, dan is 
BE Zag. 

Nu is AC == vv (h? +2?) en 
AB = vv (h? + (a —x)’) 
—= vi? Ja? —2ar J 1°). 

We hebben nu achtereen- 
volgens : 

AB: AC == BD : CD 
vh? +a? — Zar Fat): (ht He)=(a—e—e): (ex) 
(Uh? Ha? — Zar at):(ht He) == 
—= (a? He? H 2? — Zae — Zar J- Zer): (e* H Zer J v°). 
(Toepassen : (le — 2e term) : (Be — 4e term) — 2e term : 4e term) 
(a? — Zar): (a? — ae — 2az) =(h? Ja?) : (€? H Zer J- 2?) 
(a — 2): (a — 2e 2) —=(h? A22): (e? Jew J- z°). 
(Toepassen: (le — 2e term) : (Be — 4e term) — le term : 3e term) 
Ze: (h2 —e? — Ze) = (a — 22) : (h2 J- 4?) 
2eht H- Zeu? —= ah? — ae? — Zaen — Uh? J Zeem J- 4ex?, 
0 = 2e? — (Zae + 2h? — 2e) Hah? — ae? — 2h?e 





ree 2 A Ran 2 
TE Aa che red ae 2h?e 
e é 2e 
2E 
r= Dn Eg 02e? ht Het J 2h2e:). 


Deze waarde van z is te construeeren. Na de constructie blijkt, 
welke waarde (in verband met de overige gegevens) niet voldoet. 
Na constructia van # heeft men (in scherphoekigen A) 
Construeer A ADE, verleng DE met EC —= 2, 
Verleng CD met DB, zoo dat BC —= gegeven basis wordt. 
Verbind C en B met den top A van A AED en A ABC 
is de gevraagde. 
Voor een stomphoekigen A komt het ook nagenoeg op het 
bovenstaande neer. v. D. War & VerBOrGH, 
Derde oplossing. 
Zij A ABC de verlangde A, 
AB (basis), CE (bissectrix toph.), 
CD (hoogte). 
Zij CF de bissectrix van den buiten / 
van ZC. Nu is volgens eene bekende 
eigenschap : 
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AE: BE = AF: BF 
en (AF + AE):(AF — AE) = (BF + BE): (BF — BE). 
EF : (EF 2AE) = (EF + 2BE) : EF 
EF? = EF: + 2(BE — AE) EF — 4 AE. BE 
(BE — AE) EF —2 AE. BE 
(2BE — AB) EF == 2BE (AB — BE), 
2BE* + 2BE (EF — AB) — AB. EF = 0. 


BE — } — (EF — AB) + VEF: + AB: |. 


AB is de basis, EF is de schuine zijde van den rechthoe- 
kigen A EFC, die uit den rechth. A CDE (waarvan twee 
zijden en de rechte / bekend zijn) gemakkelijk is af te leiden. 
We kunnen dus BE en daarmee ook AE vinden. Deze een- 
maal bekend zijnde, levert de constructie geen moeielijkheid 
meer op. J. Kooy. 


Vierde oplossing. 


Dit vraagstuk levert naar mijne bescheiden meening eene 
goede toepassing van de bekende stelling : 

„De Z DCF tusschen bissectrix CF en hoogtelijn CD is 
gelijk aan het halve verschil van de hoeken A en B aan de 
tegenoverstaande zijde AB van A ABC.” 


Stelling. L DCF = - 


Gestelde. CD hoogtelijn, CF bissectrix. 
Bewijs. Trek uit C eene lijn CK |/ basis, 
tot zij den omgeschreven cirkel snijdt 
in K dan is 
L CAB == A=/ ABK 
B B 


— B 





—___—__—___—____— afgetrokken 
Â —B = Z ABK —B==4 CBK. 
De verlengde bissectrix snijdt den eirkel in L (midden van bg AB) 
dus is t CLK =/ CBK (zelfde boog CK) 
| —_ B 
dus LCM == DOF =S 
Om nu met de gegevens van No 1223 den A te constru- 
eeren , merken wij op, dat A CDF te construeeren is en het 
vraagstuk dan teruggebracht is tot; 





£ 
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Gegeven vaneen A : basis, hoogte en verschil der hoeken aan 





de basis (want Z DCF — gevonden — — 


Analyse voor deze gegevens. 
Maak de loodlijn in A op AB—=2 Xx CD = AH, trek HO, ver- 
leng haar tot de basis in E,‚ dan is AE —2XxAD 
/. BCH == 180° — / ECB == 180° — (C — ACE) 
== 180’ — OC 4 / ACE —=180° — C +180 — 2A 
== 360° — (A JC) — A =360° — 1800 JB—À 
— 180° — (A — B). 
Oplossing (Constructie). 
A—B 


1. Construeer A DCF, dan is Z DCF = « gevonden = ze 


2. à Rechth. A ABH, met AB == c == gegeven 
basis en AH — 2 X gegeven hoogte, 

3, Construeer segment op BH, dat een hoek bevat van 
180° — 2«. 

4. Bepaal snijpunt van een lijn GK op een afstand basis 
== hoogte met dit segment, dan is de top C gevonden. C.W. 





1224. Druk met behulp van het theorema van Stewart de 
medianen eens driehoeks in de zijden uit. 
(Mondeling ex. Wisk. L. 0.) J. MuLLer. 
Oplossing. 

Theorema van EureR en SrE- 
wART. Als men in een A ABC 
een punt D der zijde BC met het 
hoekpunt A door eene rechte AD 

Bale verbindt, dan is: 
BD. AC? + CD.AB? = BC (AD? J-BD.CD). .. (1) 

Zie voor het bewijs dezer stelling De Vriend, III, no. >. 221, 
bl. 25, en Supplement, I, no. 45, bl. 89. 

Als nu D het midden van BC is, dan is AD eene mediaan 
en BD = CD, zoodat dan (1) wordt: 


BD. AC: + BD. AB? — 2BD (AD: +} BO) 
BD / 





AC? + AB? =2AD? + } BO? 
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en AD? = (AC? + AB?) — / BC* 

WREE AD — v |T (AC? + AB*) — , BO? . 
Evenzoo BE = Vv | d (AB? + B0*) — AC! | 

en or =V |J AC" + B02) — LAB, 


L. pe Borm. 


1225. Een A te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
de tophoek, het verschil der opstaande zijden en de 
straal van den ingeschreven cirkel. J. C. Eerr. 

Oplossing. | 

Analyse. Zij A ABC de ge- 

vraagde drieh., waarvan ge- 

geven zijn ZB, OF = r en 

BC — AB. 

Nu is BC — AB = 
“—=(BD + CD) — (BE + AE) 

— DC — AE = CF—AF 

en als FG == AF, zoo is 
CF — AF = GC. 

Verbindt men O met A en CQ, 
dan is : 
ERG Oe Od OB 0 B: 

2 2 ES 2 Rin’ 

ZL AOC is dus bekend. 

Van A AOC is nu bekend GC, hoogte en tophoek. 

Richt men in G eene loodlijn op AC en verlengt men AO 
tot zij de loodlijn in H ontmoet, dan is A AOF » A AGH, 
waarin OF:GH = AF:AG = 1:2, waardoor GH —= 27. 
Hierdoor is A GCH bekend. 

Om het punt O te vinden, weten wij dat ééne meetk. 
plaats voor dat punt is de loodlijn OK in het midden van 
GH opgericht; eene andere meetk. plaats voor O is het cirkel- 
segment op CH (als koorde) ‚ waarin À 


‚HOC = 180° — £ AOC = 90° — > B 
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staan kan. Dit punt gevonden 
zijnde, trekt men OH en ver- 
lengt die, tot zij het verlengde 
van CG in A ontmoet, zijnde 
het tweede hoekpunt van den 
gevraagden driehoek. Hieruit 
volgt deze 

Constructie. Maak een rech- 
ten hoek, waarvan het eene 
been GC gelijk is aan het ver- 
schil der opstaande zijden en 
het andere GH == 2r, en trek HC; construeer op HC als koorde 





een cirkelsegment, waarin / COH == 90° — D B; richt uit het 


midden K van GH eene loodlijn OK tot aan den omtrek van 
het segment; trek nu HO en verleng die, tot zij het ver- 
lengde van CG in A ontmoet. 

Deel nu AG middendoor, zet op dat midden F' eene lood- 
lijn FO =r, trek uit O met OF' tot straal een cirkel en ein- 
delijk uit A en C raaklijnen aan den cirkel, die elkander in 
B ontmoeten, dan is A ABC de gevraagde driehoek, 

J. C. Eeen. 
Tweede oplossing. 
Van A ABC is gegeven : de tophoek 
A, het verschil der opstaande zijden 
AB en AC, alsmede de straal van den 
ingeschreven cirkel M. Zij A ABC ge- 
construeerd , alsmede den ingeschreven 
cirkel M, Verbinden we M met het raak- 
punt D, dan staat MD loodrecht op BC. Nog vereenigen we M 
met het midden E van BO. Hierdoor ontstaat de rechthoekige 
A MDE, waarvan MD bekend is. Zijn G en H de raakpunten 
van den cirkel aan AC en ADB, dan is AG —=AH. Dus is 
het gegeven verschil der opstaande zijden zz het verschil van 
BH en CG =het verschil van BD en CD, 

Noemen we de zijden BC, AC en AB respectievelijk a, b 
en c‚ dan is dus BD — CD —= cv —b == het gegeven verschil 
der opstaande zijden, 
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Verder hebben we BD ==s— bh 





CD =s—c 
dus BD J- CD —= BC = 2s —(b Jc) 
en BOE OD ne 
2 2 
2e 
Ds 
c—b 


dus CE — CD of DE = == het halve gegeven verschil der 


opstaande zijden. 

Van den rechth. A MDE zijn dus bekend de rechthoeks- 
zijden MD en DE, zoodat deze driehoek te construeeren is, 
en dus ME kan gevonden worden. 

Vereenigen we M met B en C, dan ontstaat A MBC, Van 
dezen driehoek is nu de zwaartelijn ME bekend. 

Verlengen we ME met EF == ME en verbinden we B met 
F, en C met F, dan ontstaat vierhoek MBFC, waarin de dia- 
gonalen elkaar middendoor deelen. 

Vierhoek MBFC is derhalve een parallelogram. 

MB en MC deelen de hoeken B en C middendoor. Dus is 


1 1 
ee OP fi EE T 
L BMC —= 180 (LB +5LC). 
LAA/LBH-/0==180° dos /BA-/C=180°—/À 
1 TRR EREE Kol 
en SLB HLO LA 





2 


Derhalve is / BMC == 180° — (90° — : LR JE ES LA 
MBFQ is een parallelogr.. dus / BMC + / MBF — 180° en 
ZMBF == 180°— / BMC == 180°— (9043 LA) = 90°— 5 Lik 

Daar / A gegeven is, is / MBF bekend. 

Om nu den gevraagden A ABC te construeeren handelen 
we aldus: 

Construeer een rechthoekigen A MDE, waarvan de eene 
rechthoekszijde MD == den gegeven straal van den ingeschre- 
ven eirkel en de andere rechthoekszijde DE == het halve ge- 
geven verschil c —b is. Verleng de schuine zijde ME met - 


een stuk EF —= ME 
Beschrijf op MF als koorde een cirkelsegment, dat den ge- 
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vonden hoek MBF — 90° — 5 Z A bevat. Verleng vervolgens 


DE tot dit verlengde den omtrek van het segment in B ont- 
moet, dan is BE de halve basis van den gevraagden driehoek. 

Verleng ED tot in C, zoo dat EC — BE, dan is BC = 
de basis « van den A ABC. 

Trekken we vervolgens raaklijnen uit B en C aan den van 
te voren met MD als straal beschreven cirkel, en verlengen 
we die raaklijnen tot ze elkaar in A ontmoeten, dan is A ABC 
de gevraagde A. 


Bewijs. / MBF = 90 — ZL A. Trekken we MC, dan wordt 
L BMC — 90° 454 A. 
[BMC +54 Bz C— 180 
of daar z BMC = 900 HSL Ais 
900 ILAH GLB GLC = 180 


1 
In A ABCis: 54 BAC 45 / B 5/0 = 90° 


dus 900 ZL A — BAC —90° 
dus 5 L A= BAC. 
en de gegeven / A =/ BAC. 

D=, 


dus BD--CD =(5 BOED) — (5 BODE) — 2 DE = et 
BD —CD == BH — CG = AB — AC. 

Dus AB — CD == c—b == het gegeven verschil der op- 
staande zijden. Verder heeft de ingeschreven cirkel den ge- 
gegeven straal MD. v.p. War & VerBuro. 

Hiermede stemmen overeen de oplossingen van Murrer, 
Frmmer en Koors 


1226. Op de zijde AC van een gegeven A ABC neemt men 
AD =S AC, vervolgens trekt men DE // BC en EF // 
AC, bereken de lengte van DF. (Adelborst, 1895.) 
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Oplossing. 
Zijin A ABC: AD =;AC= 


en 


DE//BC, dan isookAE= ;„AB= 


le 


EF//AC, dan A BC= 


dus BE = 2e, CD =z b 





en BE = za 


BC= a en BEDG een 


Cl 


Trek DG // AB, dan is BG —= 
1 
parallelogram , waarin DG = BE — : c‚ Nu is FG = 5 BC= 


5 a, zoodat F het midden is van CG en DF mediaan is in 
A DCG, en 
1 4 
2 El 2 Wi ee 2 Dn AE EEE a? 
DF! = (CD ME cer = (5 beg ze) 15 
=3 aj J- 2? —a*) 


1 
se 22 ET, EE 
en Dis 5 (2b2 + 2e a’) P, BAKKER. 


Anders, 
Trek AH//DF, dan is A AGH A DCF dus 


AD:DC = FH: CF, maar AD = 5 CD dus ook FH = 5 CF = 


1 RAN 
5 zoodat CH=jatje=je en AH mediaan is in 


A ABC, dus DF: AH=CD: AC = Dd 


8e 


D: 
DE =jAH=iv (; ED jet go )= Ey (2b22er—at). 


S. pre Boer. 
Anders. 


Trek FK en BL 1 AC dan is A CFK A CBL 


dus CE =z CL) terwijl in A ABO 


. 
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CL = (a? 4-5? —c?): 25, zoodat in A CDF 
DF? = CF? +CD?—2CD.CK … 


1 d 4 a* db? —ec? 1 
zE pe ot TEE nd 
5% +5 5 55 5(2b J- 2e? — a?) 
en DF =i rv (2b? + 2e? —a°). 


J. WiITTEVEEN. 


1227. Bewijs meetkundig, dat de som der vierkanten, be- 
schreven op de zijden van den regelmatigen zes- en 
tienhoek, gelijk is aan het vierkant op de zijde des 
regelmatigen vijfhoeks, als al deze veelhoeken in den- 
zelfden cirkel beschreven zijn. 
(Veeartsenijschool, 1895.) (Krarerr, 542, 579). 
Oplossing. 
oe B Zij AB =4,, ÂAC=a,, en MA 
NE —= Rd. Nuis AMB — 72°, 
| ee B dus Z MAB — / MBA — 540, 
er ) a Z AMD — 360. Deel / AMD 
Ne middendoor, dan is / EMD — 18° 
en / EMB —= 180 J 360 — 540 
en Z MEB —= 729, zoodat 
A MEBx A AMB 
dus MB: AB = BE: MB 
MB? — AB. BE (1) 
Verder is A MAE 2 \ MCE (2 zijden en ingesloten / —) 
dus AB —CEen / ACE —= / CAE =/ ABC —= 189, zoodat 
A ACE A ABC, 
dus AC:AB == AE: AC 
AGte= ABS ABS Ope oe ete eee 
MB£== ABS BES Ht nende te eel 
AC? + MB? =AB(AE + BE) — AB? 
aio Ha, — a} V.p, War & VerBoren. 





Tweede oplossing. 
Trek HI | GC, neem IK —= MI, trek HK, dan is 
HK =HM=R=a, / HMG =720, / MHI —= 180. 


LMHK = 36°, dus MK =a,, en G=R— MI=R— za, 
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Nu is GH? = GO. GI=2R(R—J 0,0) 


at = Rt HR? — Raj, =R? + R(R —a,0) =R? Hai 
3 2 2 

a; S= 06 st dige 

Derde oplossing. 
Zij BL de bissectrix van /, MBC, dan is 
ZL LMB =/ MBL = / LBC =36° en 
L BCL =/ BLC = 720, zoodat ML = BL = BG 
en ML: CL = MB: BO 


of ML? = MC.CL =R.CL, zoodat L de straal in uiterste 
en middelste reden verdeelt. 
Verder is GL. CL = (R+ ML) (R — ML) 


(2 R— CL) CL =R'— 
2R.CL CL? + ML? =R? 


2 ML? — CL? + ML! =R" 


MEBO 
4ML* — CL? ERE BOT. (B 
Ook is BD*— BO? —CD* = BO’— 3 CL* 
dus ABD? 4 BU CL? 
AB? = 4 ML" — ODE Bigs et (2) 
Uit (1) en (2) volgt nu AB? = R? 4 BC2 
of a5 = 4 +0: A.G. pv. B. 


Vierde oplossing. 
Zij N het midden van MC, MO L GC. Trek LO, dan is 


LO =1v (ML + Rae Neem LK = LO, dan is 


MK = LK — ML —, ER Ribs ER; 5R (1d 5)=a, 0 


In A OMK is Rd on 
OK? = MO? + MK? ZR" hl, ERG 5) [Rt (l0— 25) 
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de OKER (10-25) =a,, 


2 2 2 
zoodat a = As +00 
Cu. BarneveLD; B. A. Trimmer; H &R. 


Algebraïsche oplossing. 
Men heeft 


1 
Ohm dd =gzklltr 8) na, =z Rv (10-21 5) 
Nu is 
as Hai, = R? + LR(6 2D jR (0215) 


1 


2 
5 Rr (10 — 215) hl 


1228. Men vraagt den straal te berekenen van den omge- 
schreven cirkel eens driehoeks, waarvan de inhoud 
gelijk is aan dien van een cirkelsector, wiens boog van 
36°, 0,47 Meter lang is, als nog gegeven is, dat de 
zijden van den A zich moeten verhouden als 5:6:7, 
(Kon. Mil. Acad. , 1891.) A TDA 
(Smirs, Mtk. vrgst. 1081.) (Examen-Eischen 1891.) 


Oplossing. 


Zij de straal van den cirkelsector, wiens boog van 36° 
0,47 M. lang is — R M., dan is 0,27 RM. = 0,4x M., 
waaruit volgt R = 2 M. 

Inhoud sector — (0,47r,2):2M?2 —= 0,4 zr M?. 

Van een A, die denzelfden inhoud heeft als de sector, ver- 
houden zich de zijden als 5:6:7. Stel die zijden 5x, 6x en 
. 4x M., dan is de inhoud van dien A volgens de s-formule 

==. Ar. Ir. 2e == Ort 6 M2. 


Tree ee 
6x? 1/6 == 0,47, dus s=z0l.r.r6. 


€ 


abe, Br. 6r. 7e 35 


AIA 4.6221/6 46 
v(0,6 zr 1/6) = 1,0445 M. 


Nu is r (= straal omg. eirk. A) == 
_35v(0,1.z 16) 35 
hi 12/6 hel 

Van DER War & VerBoRGH. 
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log 7/6 — 0,3890756 log (0,6 1 6) — 0,3321884 








log ar — 0,4971499 log 35 — 1,5440680 
log 0,6 — 9,7781513—10 1,8762564 
log (0,6 zr 16) — 0,6643768 log 72 — 1,8573325 
log r — 0,0189239 
r—=1,0445. 


1229. Van een ingeschreven vierhoek zijn de zijden a, b,c 
en d verlengd tot zij elkander snijden. Bereken de 
afstanden der hoekpunten tot de snijpunten en den af- 
stand der snijpunten onderling. (Ex, Wisk., L. 0.) 


Oplossing. 


Zij ABCD een ingeschre- 
ven vierhoek, waarvan de 
verlengde zijden BA en CD 
elkaar in E en de verlengde 
zijden AD en BC elkaar in 
F ontmoeten. Trek EF, Als 
nu AB == a, BO =b, CD =e 
en AD == d gegeven zijn, 
moeten EA, ED, EF, FC 
en FD in deze gegevens wor- 
den uitgedrukt. 

Stol EA ==, ED=y, 
EF =gz, FC =pen FD =g. 








BNP Nu is A FOD A FBA, 
Kk re Ì dus | 
FD;CD=FB :ABen FC:CD=FA :AB 
q:e =pd-b:a pie =qdd:a 
ag = ep + be ap = cq + cd 
c be ap — cd 
15E 1-5 
HAR EEE rd TOE ENG 
a c a: — Cc? 


Evenzoo vindt men == ATC) =zED, 
a? —cC 
A EAD A EBC, dus 
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DE:DA=Z=BE :BC en AE:DA=Z=CE :BC 





y:d zate:b vid =z=edy:b 

by = ad + de be = ed + dy 
BES p a ten, zag tel) 
p (be ad b (ab + ed 
CE=ehg= ED propeen ED, 


Trek EG _L BC, ne is in A BCE Bóa-} CES 
2 — BE? 
BE? = CE? J- BC? _— 2BC ° CG en CG ns OP 


In A CFE is nu EF? =CE? JCF? +2CF.CG 
en EF == 1 (CE? JCF? + 2CF. CG). 
J.H. S. 
(Zie ook „De Vriend”, X, no. 1170, bl. 266.) 


Opmerking. Als we de diagonalen AC en BD trekken en 
haar snijpunt IT noemen, dan is EF de poollijn vanl. C.W. 


1230, Als men in een cirkel een regelmatigen zeshoek beschrijft 
en het middelpunt met de hoekpunten verbindt, ont- 
staan er zes gelijkzijdige AA , waarin men de inge- 
schreven cirkels beschrijft. Men vraagt nu den inhoud 
te berekenen van den zeshoek, welke de middelpunten 
dezer zes ingeschreven cirkels tot hoekpunten heeft, 
als de straal van den gegeven cirkel = Ris (*) 


Oplossing. 


Als A MAB en A MBF' twee naast 
elkaar gelegen middelpunts A A van 
den ing. reg. zeshoek zijn, dan zijn 
de snijpunten D der bissectrices MC 
en AB, en G der bissectrices FÉ en 
MI de middelpunten der ing. cirkels 
in deze 2 AA. Zoodat A MDG 
een der 6 middelpunts A A van den 
gevraagden ing. reg. zeshoek is. 





AMDE@Z. AMDH@. AADH@2, AADC 2 A BDC2 ABDE 
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dus AMDE = A MABen A MDG = 2 A MDE z5 A MAB 
zoodat Inh gevr. ing. reg zeshoek =6 A MDG = 2 A MAB 


1 
Maar AB = a, =R, dusI AMAB zis k Te 


en Inh. ing. reg. zesh. MDG... =2I A MAB = 5 Ri yv 3, 


Opm. Inh, ABF … : Inh. MDG … == 6 A ABC: 2 AABC = 3: 1, 
S. pr Boer; v.p. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


1 
iis 
DC = SET AMAB Goet MP EUR L08 
5 ad-ata 3 R Bn 


dus DG = 2r = : R 1/3 en omtr. zesh. DG … —=6DG=2Ri 3 
Maar apothema ME —= ; R,‚ dus 


EIRRr3 =ä R?y/ 3 


Inh. zesh. DG … == apoth. X 5 omtr, 5 
") 


Derde oplossing. 


In A MDE is / DME — 30°, dus DE =— MD en ME = SR, dus 


MD*— DE’ = - MD? == ME? = IR en MDR 3 


== zijde zeshoek DG ,..., zoodat 


Inh, zesh DG... =6. 7 MD*y3=; 8 


R? vak 3 
*) 


in 


Vierde oplossing. 


Inh. zesh ABE... en MA? 
Inh. zesh. DG... ” MD? 





1 
RE EN hens 
=Ri:g KR dT 


Theet Dette dl 


3/6. A MAB= ZR" 03, 


H&R, 
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1231, Welke waarde heeft z in de vergelijking 





15 5 
1 U mas 8 
(Adsp. Adm. Marine, 1895.) 
Oplossing. 
Lit ERE) 5 Ee te 
ve= Verg 0,629 of #?50 — 0,625, dus: 
163 EN _ 250 log 0,625 
250 log # = log 0,625 log z = Se 


log log # = log 250 + log log 0,625 — log 163 
log log 0,625 — log 0,79588 — 1 = log — 0,20412 == 
= 0,30988 — 1 (—) 
log 250 — 2,39794 


Ad 





op 
2,70782 — 1 (—) 


log 163 = 2,21219 





mn af 
log log z = 0,49563 — 1 (—) 
log # = — 0,81307 
= 0,68693 — 1 
z = 0,48633. J. WitTEVvEEN. 


1232, Twee wielrijders wonen in plaatsen, die op 15 KM. 
van elkaar verwijderd aan een weg AB gelegen zijn. 
Vertrekken zij op hetzelfde oogenblik ieder uit zijne 
woonplaats in de richting AB en rijdt elk zoo snel 
mogelijk, dan haalt de een den ander in 3 uren in. 
Vertrekken zij een tweede maal weder op hetzelfde 
oogenblik ieder uit zijne woonplaats in de richting AB, 
doch besteedt nu ieder over elke 15 KM, afstand een 
kwartier uur meer dan de vorige maal, dan heeft de 
eerste 5 uur noodig om den ander in te halen. Hoe- 
veel KM. kan elk der wielrijders per uur afleggen ? 
(K. M. A., 1895.) 

Oplossing. 
Stel dat de eerste wielrijder in het eerste geval # en de 
tweede y KM. per uur aflegt. In 3 uur legt dan de eerste 
3x en de tweede 3y KM, af. De eerste was den afstand van 
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A tot B, d.i. 15 KM, achter en heeft hem nu ingehaald, dus is : 
3x —3y —=15 of 2 —y =5...(I) 

In het tweede geval rijden ze over 15 KM. 15 minuten 
langer, dus over elken KM. 1 minuut langer, zoodat de eerste 
x KM. zal afleggen in 1 uur +} rz minuten en de 2e y KM. 
in 1 uur + y minuten, zoodat de eerste per uur doet 


) 
5 XyKM. Nu haalt de 


xzxKM. en de tweede 
eerste den tweeden na 5 uur in, gn we dan hebben de 





60 
6u Hz 60 + y 


vergelijking: BK BX xy =D 
20z ZR 
60 4-2 60 Hy 
20260 + Y) — 20y (60 + z) == (60 Jz) (60 + 4) 
waaruit zy + 12604 — 1140z + 3600 == 0. … (LI) 
Uit (I) volgt: y= # — 5, zoodat (IL) wordt bij substitutie 
van y: 2? — 5x J- 1260r — 6300 — 1140r + 3600 = 0 
vid Le — 2700 = 0 


IG Li) ji 2100 —— U 158 


2 
dus Tet eo en #,=— 135. 

x, vervalt, in iemand niet een negatief aantal KM, kan 
afleggen. z is dus 20 en z—y=5, derhalve is y — 15. 

De eerste wielrijder legt dus per uur af 20 KM., de tweede 
15 KM. B. A. Timmer; J. WiIrrTEvErN. 

Tweede oplossing. 

De een legge per uur af zKM.; hij haalt den ander, die 
hem 15 KM. voor is, in 3 uur ii alzoo legt deze per uur 
z—5 KM. af. 

Den tweeden keer legt de eerste y KM., de tweede y—3 KM. 
af, omdat ze beiden over 15 KM een kwartier meer besteden, 
„ Deze gegevens leiden ons tot de volgende vergelijkingen : 








hi dl L5 15 1 15 
Er A zig 
zy + 60y = 60z (I) zy + 60y — 5y — 3e = 60r — 135 
zy J- 60y == 60z 
3z J- 5y = 136 
kad %. 


De Vriend der Wiskunde. XL. 10 
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Substitueeren we deze waarde van y in I: 
3 3 
» (27 2) 4 60(27 — 52 ) = 60 
Det J- 69 — 1620 = 0. 


zr J 1152 — 2700 =0. 
» = 20 of — 135. 


waaruit 
De tweede waarde voldoet niet. De snelheden der wiel- 


rijders zijn dus: 
den eersten keer: 20 KM en 15 KM, 


den tweeden keer: 15 KM en 12 KM. 
J. B. BAKKER. 


1233. Herleid: 






































1 ge | 3 5 
|a: b? Dd … 5b Eet 25be o? 
| 3 d OR ET X at Te 
8c£ 16a Sz * 24a 15c? 
(Adelborst , 1895.) 
Oplossing. 
dl el en 5 
ari been ebbingei | biet 
3 : vann, hale. AAA Gd 
8c* 164 52 * 24a' 120: 
El 1 el 7 5 5 
ten Abi 164 “xt * 25bex? 
a, 3 X As 8 NL 
8c£ bb rd Ie Es 
tr l6r Doa sn ble 
8.5.24a Ho bek 2073 
Ae PEN. 13 5 26 15 
ba 15b%r 4 Db ext 5hlizi? 
Ee edad tonen 0 de PE pr A5 
12a T55 “eig 7 12c* 412c1? 


srate _5b'r EE Da 
12c? 





12e? 
v. D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


De exponent van a wordt in ’t product : 


LUL L 
DAE De Lormik 


$ 1 5 1 
Die van b: tig 2% 
i Baer 1 
Die van c: A — lj 
; Hehe «1D 1 
Die van x: ige gg Ig 
Die van 2: —344—3=—2, 
Die van 5: —1+2=1. 
Die van 3: —l. 
Het product is dus: 
24 1 
5b br Sb 
aber le Izer bretas, 
Voor wie de bewerkingen goed begrijpt, is deze manier 
zeker wel de eenvoudigste. Nijnorr & StiBBLES, 


1234 Herleid tot eenvoudiger gedaante : 
v(6—2Wb—v2) (625 4-2) + (16-2710). 
(Eindex. H. B. S,, 1895.) Asahi pas 
Oplossing. 
v (6 — 2 5— 2) is bestaanbaar, daar 275 Ju 26. 
rv (6-5 +12) is bestaanbaar en > 7” (6 — 245 —/2). 
v (6 —2W 52) (6 + 25 +172) is dus negatief en 
vei) (6 +252 


=_ Vreren! 
leeft 


=—_V [2 — 21 [6 — (22 + 40 10)) | 


=| 2 (4 — 10) 


=— Vl 2-2 v10)| =— (16 — 20.0) 
Bijgevolg : 
v(6—2W 5-2) (6 25-12) +1 (16 — 2710) 
== (16 — 2/10) + (16 — 210) = 0. 
J.C. Murrer; A. G.p.B.; Nijmorr & SiBBLES; 
Van per War & VeERBORGH, 
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Anders. 


v(6— 52) == (6 — 4,4721360 — 1,4142135) 
=| 0,1136504 —= 0,33712 
rv (16—2/10) =1 (16 — 6,3245553) 
=L/ 9,6754446 — 3,11053 


v (6 — WB — 12) 1 (16 — 210) —3,44165 
L(6+2A 512) == 11,8863495 344765 … 


Verschil amd 0. 


1235. Een getal wordt in zeker talstelsel aldus voorgesteld: 
124 en in een ander, waarvan het grondgetal 3 kleiner 
is door 233.(*) Hoe stelt men dat getal voor in het 
negentallig stelsel ? 

(Veeartsenijschool , 1895.) 
(*) 233 moet 235 zijn. Wij ontvingen de opgaaf 233. (Red.) 


Oplossing. 


Stel het grondtal van het eerste talstelsel — «, dan is dat 
van het tweede —= #—8. Men heeft dan 
ordt =2e 3) Hr 8) 5 
waaruit 22 —1le 10 =0 en s=10 en 1 
waarvan alleen # — 10 voldoet, zoodat 124 in het 10-tallig 
en 235 in het 7-tallig stelsel geschreven is. 


Nu is 4 (10-tallig) — 4 (9-tallig) 
20 ’ == 22 3 
100 s ==. 12Ï D 


124 (10-tallig) — 147 (9-tallig). 


1236. Bereken door logarithmen (van logarithmen) : 


12345 
rv 0,000728982058, 
(Akte-ex. Wisk., Batavia.) 


Oplossing. 
ES 0,0007289820 53 stellen we gelijk aan z; dan is: 
loge = ED log 0,00072898 —= hkdh log 0,00072898 
SAT AaB45E > RAMEN 


log log z = log 686 — log 4115 + log log 0,00072898. 
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log log 0,00072898 — log 0,86272 — 4 
= log — 3,13728 =0,49655 __ (—) 
log 686 — 2,83632 


meed Of 
3,88287  _(—) 
log 4115 — 3,61437 


AL 
log log # = 0,71850 — 1 (—) 
log # = — 0,52300 
== _0,47700 —1 
ten 00,2999K, 


v.p. War & VerBoran; J. WiITTEVEEN. 


1237. Bewijs, dat, als een even getal de som is van twee 
kwadraten, dat dan de helft van dat getal ook de som 
is van twee kwadraten, _ 

Oplossing. 

Het gegeven even getal is ontstaan uit de som der kwa- 
draten van twee even getallen of van twee oneven getallen, 

Zij 2n een even getal en laat m en m + d twee geheele ge- 
tallen zijn, waarvan de som der kwadraten mm? + (m + d)* 
gelijk is aan 2n. Dan zal men hebben 

2n = Mm? Jm? Hd? J 2d 
3 


= 2m? + 2dm + 5 
2 
en Ae 
2 
= (mt hant 5) 7 
=(m +5) 


dus n, d.i, de helft van 2n, is gelijk aan de som van twee 
kwadraten. 

Men ziet, dat „ is de som der kwadraten van twee getal- 
len, waarvan het eene het halve verschil is der getallen , 
waarvan het kwadraat gegeven is, en het andere gelijk is 
aan het kleinste dezer zelfde Betalen vermeerderd met hun 
halve verschil. 
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Voorbeeld. 74 is de som van 7? en 5?; dus zal 37 de 
som zijn der kwadraten van 5 (7 — 5) of 1 en van 5 J1 of 6, 
di, 37 =1* 46? 

18,50 == 12,25 + 6,25 —= 3,5? J- 2,5? 
9,25 =3° 0,5? 


1238. Twee reizigers, waarvan de een 18 KM. en de ander 
12 KM. per uur aflegt, vertrekken tegelijkertijd de een 
van A en de ander van B naar EB. Op welken afstand 
van C zullen zij elkaar ontmoeten, als de afstand van 
A tot B 120 KM. en die van B tot C 180 KM, bedraagt ? 


Oplossing. 


A 120KM. B _ 180KM. _C O E 
| | | | | 


AB == 120 KM., BC —= 180 KM., dus 
AC==120 KM. + 180 KM. = 300 KM. 
De persoon uit A legt per uur 18 KM., die uit B 12 KM. 
per uur af. Beiden bewegen zich in de richting naar E, 
De persoon uit A moet 120 KM. inhalen, om bij den per- 
soon uit B te zijn. Per uur doet de eerste 18 KM, — 12 KM. 


== 6 KM. meer dan de tweede De eerste haalt den tweeden 


Ô 120 KM. 
dus in na BEM xX 1 uur = 20 uur 


De persoon uit A heeft dan afgelegd 20 x 18 KM. = 360 KM, 
De eerste persoon heeft den tweeden dus ingehaald 360 KM, 
— 300 KM. = 60 KM. voorbij C, d.i, te O. 

v. D War & VERBORGH. 


1239, Hoe laat is het tusschen 2 en 3 uur, als de lijn, die 
het middelpunt der wijzerplaat met 12 verbindt, den 
hoek tusschen uur- en minuutwijzer middendoor deelt ? 
(K. M. A., 1895.) (Rek.) | 

Oplossing. 

Staat de uurwijzer op het punt U en de minuutwijzer op 
het punt M, als het gevraagde plaats heeft, dan moet de 
uurwijzer nog den boog U — III en de minuutwijzer nog den 
boog M — XII afleggen voor het III uur is, 
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De bogen U — III en M— XII verhouden zich dus als Î 
en 12, omdat in denzelfden tijd de minuutwijzer een 12 maal 
langeren weg aflegt dan de uurwijzer. 

De boog M — XIL is gelijk aan den boog XII — U, zoodat 
de bogen XII — U en U — III zich ook als 12 en 1 verhouden. 

De som dezer bogen (boog XII — III) is gelijk aan 15 


minuutstrepen (1 minuutstreep — 6°) 
De boog XII — U is dus —= 
15 





Î A A EI: 
dd Xx 12 minuutstr. = 185 minuutstreep. 


Boog M — XII — boog XII — U = 13 minuutstreep. 


Het gevraagde heeft dus plaats 187 minuut vóór drie uur, 


d.i. om 2 uur 46 min. 9 sec. 


Tweede oplossing. 


v.D. War & VERBORGH, 


Als het twee uur is, staat de lijn, die den hoek tusschen 
uur- en minuutwijzer middendoor deelt, 5 minuten over XII, 

Als het half drie is, staat de minuutwijzer 30, de uur- 
wijzer 12,5 min. over XII; de lijn die den hoek tusschen 
beide wijzers middendoor deelt, staat dus 22,25 min. over XII. 

Eene lijn, die dus altijd aan de voorwaarden van het vraag- 
stuk voldoet, beweegt zich dus met een snelheid van 16,25 m. 
per half uur, d.w.z. als de minuutwijzer 30 min. aflegt, 
gaat deze lijn slechts 16,25 m. vooruit en heeft ze dus, om 
1 min. op de wijzerplaat af te leggen, En min. noodig. 

Als het 2 uur is, is de bedoelde lijn nog 25 min. van de 
lijn verwijderd, die het middelpunt met de XII verbindt. 
Qm met die lijn te kunnen samenvallen, heeft ze dus 


ENE 0 AAN, | 4 N Eike 
25 X jz ein = 4675 minuut noodig. Dan is het 135 min. 
voor 3 uur. J. B. BAKKER. 


Derde oplossing. 


Om 3 uur vormt de deellijn met den minuutwijzer een hoek 
van 0° en met den uurwijzer een hoek van 90°, Verschil 90°, 
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Elke min. vóór 3 uur wordt de le hoek 6° grooter en de 

1 Oo 

9 
1 UE nt 6 

dus na 90: 65 GER 1875 min. is het verschil 0. Het 


tweede ze kleiner. Het verschil vermindert dan met 6 


wien IED, 
is dan 18rs min. vóór 3 uur, Cu. BARNEVELD. 


Vierde oplossing. 


Noemen we den uurwijzer OU en den minuutwijzer OM, 
dan is / MOXII =/ XIIOU = 12 / WOII. 

Maar / UOII + / IIIOXII —= 90° —= 15 tijdsminuten, dus 
ook / MOXII + / UOII == 15 tijdsminuten , dus 


$ 1 
{ MOXII = En XxX 15 min —= fer min. voor 3 uur. 


S. pe Boer. 


1240 A,‚ B en C nemen een werk aan voor f 900. A en 
B ontvangen samen een weekloon van f 30, A en C 
samen f 36. Als B en C samen het werk kunnen af- 
maken in 37,5 week, in hoeveel tijd kan C het dan 
alleen doen en hoe groot is ieders weekloon ? 

(K. M. A., 1895.) (Rek) 


Oplossing. 

Het werk moet f 900 kosten. Als B en C het dus afma=- 
ken , ontvangen ze in 37,5 week f 900, dat is in 1 week f 24. 
A en C ontvangen samen f 36 en A en B f 30 per week. 

A, B en C ontvangen dus samen per week 

(f24 Hf 36 4 f 30): 2 =f45 
en A ontvangt dus f 21, B f 9 en C f 15 per week. 
Hieruit volgt, dat. C het werk kan verrichten in 
f.900:f 15 x 1 w. = 60 weken. 
Nijnorr & SrBBLesS; J. B. BAKKER. 


Tweede oplossing. 

A en B ontvangen per week f 30, A en C per week f 36, 
dus C ontvangt per week f 6 meer dan B. Als B en C 
samen het geheele werk afmaakten, zouden zij er 37,5 week 
over doen en f 900 verdienen. Per week verdienen zij dus 
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samen 5 Xf 900 =f24. Daarvan ontvangt C f15 en Bf9. 


A krijgt f30 —f9 —=f 21 per week. 

Maakte C het geheele werk alleen af, dan zou hij f 900 — 60 
maal zijn weekloon ontvangen. Hij heeft dus 60 weken noodig 
om alleen het geheele werk klaar te maken. 

S. pe Boer; B. A. TimMer, 


Derde oplossing. 


Daar A en B per week f 30 verdienen, kunnen ze het 
werk verrichten in 30 weken, d. í, En per week. Zoo kun- 
nen A en C het in (f 900 : f36) Xx 1 week = 25 weken, 


d. i, zE per week. B en C doen per week Dn en dus A, 


1 
B en C per week 5 (Etat) ao ven het werk, 


1 
en daar A en B per week zo van het werk verrichten, 


doet C per week van het werk, en is zijn weekloon dus 


f 900: 60 =f 15, 
A verdient dan f 21 = (f36 — f 15) | 
en B f9 =(f 30 —f 21). H & R 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15en Augustus 1896 franco 


1261. 


1262, 
1263. 


1264. 


1265. 
1266. 
1267, 


1268, 


1269, 


bij den Redacteur A.J. van BREEN te Arnhem 
worden ingewacht, 


Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
de drie middelpunten der aangeschreven cirkels. _EceER. 
Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
twee middelpunten van aangeschreven cirkels en het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel. Eeer. 
Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
twee middelpunten van aangeschreven cirkels en het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel. EGER. 
Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
het middelpunt van den ingeschreven, dat van den om- 
geschreven cirkel en het middelpunt van een der aan- 
geschreven cirkels. EGER. 
Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn: 
een hoekpunt van den driehoek en de middelpunten van 
de in- en omgeschreven cirkels. EGER. 
Construeer een driehoek, als gegeven zijn de basis, de 
tophoek en de zwaartelijn op de basis. 

(KNarPeEr, 441.) Nisnorr & SrBBLES. 
Een gegeven driehoek door eene rechte te verdeelen in 
twee deelen, wier inhouden en omtrekken geliĳk zijn. 
(KNAPPER, 790 ) dn 

In een A ABC is een vierkant GHIK beschreven, 
zoodanig dat de zijde HI een deel is van BC. In den 
A AGK is evenzoo een vierkant beschreven. Als men 
hiermee op dezelfde wijze voortgaat, vraagt men de 
limiet te bepalen van de som der oppervlakken dezer 
vierkanten. 

In het parallelogram ABCD neemt men een punt P 
aan en vereenigt dit met de vier hoekpunten. Zoo de 
diagonaal AC getrokken wordt, vraagt men te bewijzen, 
dat het verschil der AA APD en APB gelijk is aan 
A APC. 

(Eindex. H. B.S. 1895.) 


1270. 


1271. 


1272. 


1273. 


1274. 


1275. 
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Men heeft een vat in den vorm van een afgeknotten 
kegel, waarvan de afmetingen binnenwerks zijn: hoogte 
6 dM., straal van het grondvlak 12 dM. en de straal 
van het bovenvlak 9 dM. Dit vat is tot op 1 dM. van 
den bovenrand gevuld met water. Men laat in het 
vat een lichaam zinken, dat de gedaante heeft van een 
bolsegment, waardoor het vat geheel gevuld wordt. 
Als de hoogte van het segment 3,25 dM. is, vraagt 
men den straal van den bol te berekenen , waaruit het 
segment gesneden is. 

(H. B.S. 1895.) 

In een bol is een straal getrokken en op het midden 
van dien straal is een vlak loodrecht geplaatst, dat 
den bol in 2 segmenten verdeelt. Men neemt het kleinste 
segment weg en vervangt het door een kegel, die 
hetzelfde grondvlak heeft als het segment. Op welken 
afstand van het midden des straals moet de top van 
den kegel geplaatst worden opdat het ronde oppervlak 
van het lichaam , gevormd door kegel en bolsegment , 
samen gelijk is aan het oppervlak van den gegeven bol ? 
(H.B.S. 1895.) 

Bepaal 3 getallen, waarvan het eene middenevenredig 
is tusschen de beide andere, als hunne som 35 en de 
som hunner tweede machten 525 is. 

(H. B. S. 1895.) 

Een grootheid a wordt in twee deelen verdeeld, zoo- 
danig, dat de som der vierkanten van de deelen gelijk 
is aan tweemaal het verschil der vierkanten. Het grootste 
der verkregen deelen wordt weder op dezelfde wijze 
verdeeld , en zoo gaat men voort tot in het oneindige. 
Bepaal de som van al de grootste deelen, die men 
aldus verkregen heeft. 

Eindex. H.B.S. 1875. AGD. el 
Van de rekenk. reeks 5, 9, 13, 17 enz. de eerste 3 
opeenvolgende termen te vinden, die resp. door 3, 5 
en 7 deelbaar zijn. 

Eindex. H.B.S. 1879. AmGD. B. 
Los z op uit de vergelijking : 


1276. 


1277. 


1278. 


1279, 


1280. 


335. 


336. 
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6, g Ber AE EE 
(H.B.S. 1894.) 
Bereken de waarde van z in de volgende vergelijking : 

(oz? — 6x + 12)? — (wv —3)* = 15. 
(H.B.S. 1892.) 
De jaren van 7 personen vormen eene rekenkundige 
reeks. Als de oudste 30 jaren telt en het derde deel 
van het product van de jaren der beide jongsten 48 
minder is dan de som der jaren van allen vraagt men 
hoe oud ieder is ? 
(H. B.S. 1892.) 
Een vat met een inhoud van 300 L. is gevuld met 
jenever van 50°/,. Men tapt er zeker aantal liters uit 
en vult het aan met water. Daarna tapt men er 13 
liters meer uit dan den eersten keer en vult het weer 
aan met water. Nu is de jenever in het vat van 44°/ 
Hoeveel liters heeft men den eersten keer afgetapt ? 
(De contractie bij het vermengen van alcohol en water 
moet niet in rekening gebracht worden.) 
(H.B.S 1894.) 
f _ B (log 0,45697)? 

Bereken door logarithmen : TW 0,0007 — 
(Ex. Wisk. Ned.-Indië 1895.) 
Ontbind in factoren van den eersten graad: 

3 (@3 — 1)? J 4843 J 141. 
(Ex. Wisk. Ned.-Indië 1895 ) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Een driehoek ABC te construeeren, waarvan gegeven 
zijn de loodlijn AD op de zijde BC (h), de straal van 


den ingeschreven cirkel (p) en de halve omtrek (a + ò + c). 
PerersenN, Meth. & Theor. 112. | CK 

Van een A ABC zijn de zijden a, 5 en c gegeven. Met 
de bissectrices AD = me, BE =n en CF =p beschrijft 
men een tweeden A MNP, Men vraagt nu den inhoud 


338. 


339. 


340. 
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van A MNP in de zijden van A ABC, d.i. in a, b 
en c uit te drukken. ret Ors 


„‚ Welke geheele pos. waarden van z en y voldoen aan 


de volgende vergelijkingen : 

y 6x —l 4x 3y —2 
a) 1/6 EN 3 

210 

b) 6 == 16% 32° 
Welke van al de vierhoeken zonder inspringende hoeken, 
die een standvastigen omtrek en gegeven hoeken hebben, 
heeft de grootste oppervlakte ? C. v. p. Boscr. 
In een vlak zijn » punten gegeven. Beschrijf den kleinsten 
cirkel, die al die punten bevat. ; 
(Rovcuí & Dre ComBeRrOUSSE.) C. v. p. Boscn. 
Onder alle vierhoeken, die een zelfden hoek hebben, 
en waarin de som der zijden om den overstaanden hoek 
standvastig is, heeft die het grootste oppervlak waarin 
die twee zijden evengroot zijn. 
(Roven & Dr CoMBEROUSSE.) C. v. p. Boscn. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1220—1240 zijn ingezonden door : 


A. G. d. B, 21, 22, 24, 26—30, 33, 34, 36, 38. 
J. B. Bakker, 21, 22, 24, 30—32, 35—40. 
P. Bakker, 22, 24, 26, 29, 37. 

Ch. Barneveld, 21—27, 29, 30, 32—40. 

S. de Boer, 21, 22, 24, 26, 28—37, 39, 40. 
L. de Boer, 21—33, 35—40. 

J. Kooy, 23, 25, 27. 

J. C. Muller, 21—35, 37—40. 

Nijhoff & Sibbles, 21—24, 26, 28—40. 

H. & R. 21, 22, 24, 26-—28, 30, 32—40. 
"J.H. S, 21—24, 26-31, 33—40. 

B. A. Timmer, 21—33, 35—40 

C. W.… 21—25, 29, 35, 37, 

V. d. Wal & Verborgh, 21—40. 

__J. Witteveen, 22—24, 26, 28 —40. 
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Twee meetkundige plaatsen. 


Bepaling. Door de macht van een punt ten opzichte 
van een cirkel verstaat men het vierkant van zijn afstand tot 
het middelpunt verminderd met het vierkant van den straal. 

Uit deze bepaling volgt, dat de macht van een punt ten 
opzichte van een cirkel positief, nul of negatief is, al naar 
dat het punt buiten, op of binnen den cirkelomtrek ligt. 

Een punt kan gelijke machten ten opzichte van 2 cirkels 
hebben. De meetkundige plaats dier punten isde machtlijn. 
ee Als M en N de 2 ge- 
B geven cirkels zijn, trekke 
men eene uitwendige raak- 
lijn AB en late uit haar 
midden C eene loodlijn 
ml CH op de lijn der mid- 
En B delpunten MN neer, dan 
B heeft elk punt P dezer 
loodlijn gelijke machten 
ten opzichte der 2 cirkels 
M en N, waarom deze 
E enk lijn machtlijn heet. 
Dewijl de loodlijn uit C ook door het midden C’ der andere 
uitwendige raaklijn A'B' gaat, kan men ook door de middens 
der wit- of inwendige raaklijnen eene rechte trekken. 

Zie: „De Vriend der Wiskunde", VIT, no. 781, bl. 210. 

Ligt een punt binnen een cirkel A en buiten een cirkel B, 
dan is zijn macht ten opzichte van cirkel Á negatief en ten 
opzichte van cirkel B positief. : 

Zijn er punten , die tegengestelde machten ten opzichte van 
2 cirkels hebben ? 

Beschrijft men uit het middelpunt A van een cirkel met een 
straal —= v (p° +R) een cirkel, dan is deze de meetkun- 


Te vm a, 
DE 





dige plaats der punten, die de macht p? ten opzichte van 
eirkel A hebben. | 

Doet men evenzoo uit B met den straal = 1’ (—p? + R5) 
dan is — p? de macht van alle punten van den laatsten cirkel 
ten opzichte van cirkel B. 
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Snijden de cirkels met de stralen 1” (p° + Ri) en 
(pit R}) elkaar, dan hebben de 2 snijpunten tegen- 


gestelde machten ten opzichte van de cirkels A en B. 


Stelling. De meetkundige plaats der punten, die tegenge- 
stelde machten ten opzichte van 2 cirkels A en B hebben, is 
een cirkel, wiens middelpunt het midden C van AB is. 

Bewijs. Zijn de stralen der gegeven cirkels R‚ en R, en 


de middelpunten A en B en zij X óón der punten van de ge- 
zochte meetkundige plaats, dan moet dus, als we aannemen 
dat X buiten cirkel A en binnen cirkel B ligt, 

AEN Pe Rj — BX? 


of AX? BX? =R? 4 Rj. 


Daar nu de som van de kwadraten der afstanden van A 
en B tot X standvastig is, zal de meetkundige plaats van X 
een cirkel zijn, want in A ABX heeft men voor de mediaan CX 


CX = V | AX*+BX*)—AB? I= Vl |2(R3 + Rij) — AB? 


Het middelpunt van de meetkundige plaats is gemakkelijk 
te vinden; den straal vindt men aldus. 


Trek uit A een rechte 
AP, die met AB een 
hoek van 45° maakt. 
Beschrijf uit B met 
Es (Rô +R) alsstraal 


een cirkel, die AP in 

D en E snijdt. Laat 

uit D en E loodlijnen 

DF en EG op AB 

j neer, dan is FO —= CG 
Fig. 4. == aan den straal van 

de meetkundige plaats; want 

AF? JBF? =DE? } BF? = BD? =Ri + R/ 


en evenzoo AG* + BG* = R5 + Rj ‚ dus F en G zijn pun- 


ten van de meetkundige plaats. 
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Opmerkingen. 1. Liggen de cirkels buiten elkaar (fig. 1), 
dan zal alleen dan een ra plaats mogelijk zijn 
zoolang AB { V2(R? + Rj) 


Voor AB == 2(RE + R7) wordt de meeBnnalke plaats 


een enkel punt, nl. C het bien van AB. 

2. Raken de cirkels 
elkaar uitwendig en 
zijn zĳ niet gelĳĳk, 
dan is de meetkun- 
dige plaats een cirkel, 
| die door het raakpunt 
IS gaat Dit blijkt ook uit 
| ORS 


ype + ap 


— AB! | 





waarin nu AB=R, +R, en dus CX; Bj — R) en dit 


is de afstand van het raakpunt tot het midden C van AB 
8. Snijden de cirkels elkaar in P en Q,‚ dan isin A PAB 


CP =3V |2@2 + Bj) — AB: 
dus P (en evenzoo Q) behoort tot de meetkundige plaats, 
Deze is dus de cirkel uit C, als middelpunt met PC —= CQ 
als straal beschreven. 

4. Raken de cirkels elkaar inwendig, dan is AB —=R zn R, 


1 1 Eed 
en dus CX = zv (R+ R‚}? an (R‚ de R‚). Dit is ook de 


afstand van het raakpunt tot C, het midden van AB, dus de 
meetkundige plaats gaat door het raakpunt. 


5. Ligt de eene cirkel binnen den anderen, zonder dat zij 


concentrisch zijn, dan ligt de meetkundige plaats in den ring 
tusschen de beide cirkelomtrekken. Dit is gemakkelijk af te 
leiden uit AB { B, —R yen de waarde van CX. 


6. Zijn de cirkels concentrisch, dan is AB —=0 en dus 
valt C met A en B samen, terwijl CX = Ev 2(RE + Rj). 


\ 
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Laat men in figuur 1 den cirkel B wentelen om de lijn , 
die in C loodrecht op AB staat, dan valt B met A samen, 
en daar cirkel C op zijn plaats blijft, zal de macht van een 
punt K van cirkel C ten opzichte van cirkel B in zijn eersten 
stand dezelfde zijn als de macht van het diametraal tegenover 
gelegen punt van K ten opzichte van cirkel B in zijn twee- 
den stand. | 

Dus cirkel C heeft de eigenschap, dat de uiteinden van 
eene middellijn K en K’ tegengestelde machten hebben ten 
opzichte van de cirkels AN en AM. 

Dus AK? — AN? —AM? — AK'?, en evenzoo 

AK’? — AN? —= AM? — AK? 

Beschrijft men uit A met AC als straal een cirkel, dan 
zal de cirkel uit een punt van zijn omtrek als middelpunt 
met CF als straal beschreven, dezelfde eigenschap hebben 
als cirkel C. 

Bij onderzoek blijken nog meer cirkels dezelfde eigenschap 
te bezitten. 


Beschrijft men (fig. 
2) op BD als middel- 
lijn een cirkel BC == 
CD en trekt men door 
C een willekeurige 
rechte, die den cirkel 
in G en H snijdt, dan 
zijn AG en AH de 
zijden om de mediaan 
AC in A AGH, dus 
AG? AH? = 


2AC? +, GH? 





RE of als we AB =r en 
Fig. 2, AD = R noemen 


ACR HA ZE RHN GR ER rt 
of AG? —r?=R? —AH? of AG? —R? =r? — AH?, 


waaruit dus blijkt, dat de eindpunten van een middellijn van 
De Vriend der Wiskunde. XL. 11 
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cirkel C ook tegenge- 
stelde machten hebben 
ten opzichte van de 
cirkels AB en AD, 


Om te onderzoeken 
of er meer cirkels zijn 
met het middelpunt op 
BD (fig. 2), die de- 
zelfde eigenschap heb- 
ben als cirkel CB, ne- 
men we een cirkel met 
P als middelpunt. 
En In Zij CP = x en de 

Fig. 2, straal van dien cirkel 
== y en zijn Q en R de uiteinden van een middellijn, dan 
moeten we hebben 

AQ? —AB? ==AD? —AR?, ABz=r, AD=R 
AQ? JAR? =R? Jr? 


In AAQR is AQ* JAR? =2AP? 4} QR? 





dus 2AP? QR =R? Jr 

of IER pef Ht = Bt" 
pile) IRAN Hef 

dus ERtr) Hal SAR Hr) 


RAN SV5 ER +2). 
De grootste waarde, die # krijgen kan, is dus: 
VER" Hr) Rr) 
Voor elke waarde van # tusschen O en 
Vor tr RHN 


vindt men dus een waarde voor en dus een cirkel, die de 
eigenschap heeft, dat een punt van zijn omtrek ten opzichte 
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van cirkel AB en zijn diametraal tegenoverliggend punt ten 
opzichte van cirkel AD tegengestelde machten hebben. 
Voor de grootste waarde van © vindt men 


CP = VER BAN 


en dus AP =CP }AC=CP HER) = Vj BP +72) 


Dit is ook de waarde van AE, als CE | AD. P is hier- 
door gemakkelijk te construeeren, 

De ring tusschen de cirkels AP en AC is dus de meet- 
kundige plaats van de middelpunten der cirkels, die alle 
bovengenoemde eigenschap hebben. 

A. A. Morr vAN SANTBERGEN, 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


324. Eene kortere oplossing van no. 800 uit de Planimetrie 
van QC. KrarpeR, Kz. Zie blz. 19, Opm. 2, 


(Op dit vraagstuk ontvingen we nog de volgende oplossing.) 

Een vierhoek te beschrijven, welke vier gegeven rechten tot 
zijden heeft, en waarvan de inhoud gelijk is aan een gegeven 
vierkant. 


Zijn van vierh. ABCD de zijden AB == a, 
BC =b, CD —=c, AD =d, de inhoud =p?, 
y de projectie van b op a en w de pro- 
| jectie van d op c‚ dan heeft men: 
vierh. ABCD —= A ABC +- A ACD 


== en 


pd 
pek 





2 == ee an 
pee + 5 0 
of pi az + cv (1) 
AC? =a? Hb? + 2ay = ct Jd? HJ Zeu 
ar + b2 — Ct — d? + 2ay = Zeu 
at d-b3 ect —d? a 
ute eye @) 
vzm (de —w®), dus na substitutie dezer waarde in (f) 
2p* =azter (d° —u°) 
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en er (d? — u°)=2p? — az 
2p° a 2p* 
Bum en 
vv (d u?) 5 72 5 fz 
Á 3 
LEE En En Ûl afte? 


en ui (at wr) (EL). —_ fiet == ge hefet? 
waaruit EP + he —f?z°)=z=e Ee: fy (volgens (2)) 
el Á 


g'hhz— fte =e —defy df °y* 
hazet gt —Befy df? y* +2?) 
zet? —Zefy + f"b? 
43E Anr 2/2 
en ee NE 


_ Ook is emv (b? —y*) dus vr (b? —y°) =k— ly 


el” 
beyt zkt Aly + Ut 
NE +1) pt Uy kt —bt=0 


k? —b? 
beid eh de ne 
kil? Aas DP 
. Ed 
nr (o: Tij + HA 
ETR Je (ht —B (U Dj 
tn kr er a 
zoodat uit (3) 
kl ely jer He (HÌ 6) (UH Dl 
Bh ke — Hr Ver (kh? —5) (U HI) 
REET pn PATER 
trier + er + D/ 
RE kn a bebe AT an Mn betr akten © ee e Bie (5) 
Uit (4) en (5) kunnen nu y of z REE worden en 
daarna met de gegevens den vierhoek ABCD. W. 


Een korte oplossing van bedoeld vraagstuk heb ik niet kun- 
nen vinden, In de oplossing op blz. 262 van den vorigen 
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jaargang is uit de gegeven zijden een vierhoek geconstrueerd, 
die een rechten / heeft. (Zie aldaar.) 

Maar zou het nu niet kunnen gebeuren, dat bij die draaiing 
een der andere hoeken inspringend wordt? Neemt men bijv. 
de zijden 9, 3, 4, 3 M. lang, is het dan mogelijk een / recht 
te maken? Is de hoek tusschen 3 en 4 recht, dan wordt de 
diagonaal 5 en zou men met zijden, wier lengten 9, 3 en 
5 zijn, een A moeten construeeren. Is de hoek tusschen 9 
en 3 recht, dan is de diagonaal 37/10 en zou men met zijden 
31-10, 4 en 3 een A moeten eonstrueeren. 

Indien deze opmerking niet onjuist is, dan zou die overigens 
fraaie oplossing slechts voor bijzondere gevallen voldoen. 

J. H. S. 

Deze opmerking is niet onjuist. 

Noemen we de zijden a, 5, c en d, dan zal men succes- 
sievelijk a en 4, a en c, aen d, benc, ben d,cen d 
tot beenen van den rechten hoek kunnen nemen. De diagonaal 
over den rechten hoek wordt dan in deze gevallen successie- _ 
velijk yv (a? J-b?)=m, v (at +et)=n, v (a? +d*)=0, 
vb Het)=p, rv (bt Hd) =g, vv (et Hd) =r. 

In den vierhoek zijn de diagonaal over den rechten hoek 
en de zijden c en d zijden van een A. Zoo behooren achter- 
eenvolgens bij elkaar m,c en d; n,‚bend; o,b en c; 
p‚,aend;gq,aenc;r,aen bd. 

Dewijl in elken A de som van twee der zijden grooter is 
dan de derde zijde, òf wel elke zijde grooter is dan het ver- 
schil der andere twee zijden, moeten m,n, 0, P;,g;, 7, 4» 
b, ec, d aan deze voorwaarden voldoen. 

Men moet dus hebben : 
etd>m, ema, dmde, med, ce) md, d ) me 
bld>n, bnrd, dndb,ndbd, b) nd, d) n—b 
beho, bode, odedb, odb—e, boe, cy o—b 
atd>p, adpyd,dtpda,pda-d,a)pd, dpa 
aedg, adgde, edgda,gdae,adge, Ce) ITD 
adb>r, adrdb, bra, r>a—b, arb, b)r—a 

Als nu de zijden van den vierhoek zóó gegeven zijn, dat 
zij niet aan deze voorwaarden voldoen, dan kan men met deze 
gegevens geen vierhoek met een rechten hoek construeeren. 
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Een A ús gelijkbeenig , als 2 zijner bissectrices gelijk zijn. 


825. Indien twee bisectrices van een A geliĳk zijn is de A 
gelijkbeenig. Cees 
Zie „De Vriend der Wiskunde”, II, 1887, bl. 18—20. 


IL. Rechtstreeksch bewijs. 


Onderstelling. In A 
ABC zijn BD en CE 
de bissectrices der / / B 
en C,‚en BD = CE. 

Gestelde. A ABC is 
gelijkbeenig. 

Bewijs. In A ABC 
is BD de bissectrix van 





LB, dus 
ADG'CD SAB: BUS eee 
en BD? = AB.BC— AD.CD. . « «,» (2) 
Omdat CE de bissectrix is van / C heeft men : | 
AR; BEAC BORST Ee VR 
en CE? SAC.BC-—AEGBE 2 on St (dk) 
omdat BD —= CE (onderstelling) 
is ook BD? = CE? zoodat volgens (2) en (4) 
ook AB.BC — AD.CD=—=AC.BC — AE. BE 


of (AE + BE).BC —AD.CD =(AD + CD). BC — AE. BE 
of AE. BCHBE.BC—AD.CD = AD. BC-CD.BC—AE.BE (5) 
Uit (1) volgt AD.BC=AB.CD=(AE— BE)CD. . (6) 
„ (3) „ AE.BC=AC.BE=(ADHCD)BE.. (7) 
Substitueer (6) en (7) in (5) dan heeft men 
AD.BE JCD.BE J-BE.BC — AD.CD = 
=ÂE.CD + BE.CD J-CD.BC— AE, BE 
of AD. BEJBE. BO-BE. AE = AE. CD4-BC. CD4-AD, CD 
(AD + BC + AB) BE = CD (AD + BC + AE) 
waaruit BE SOD 40,1 ARE t He ee NRS) 
A BCD en A BCE hebben nu gelijke zijden, zoodat 
ABCD ABCE is, dus / BCA =/ CBA, d. i, A ABC 
is gelijkbeenig. 
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IL Ken A is gelijkbeenig, als 2 zijner bissectrices gelijk zijn. 

Als BD en CE de bissectrices der /Z B en C zijn en men 
BO—=a, AC=b, AB=e, CD=m, AD=n, BE=p, 
AE =—=g stelt, heeft men 


BEREN ODIN MN bol <1» 26 PA LON 

ade le a En nd der d 

Nacre rd CA A ab? _ ac (a +c)? — ach? 
BD? == ac — mn == aC Gron En CEE 


Lee aat et Dlated 


mn (a + c)? En (a + c)? 
EET ME der U abc? ___ab(a + b)? — abe? 
en CE? = 45 — pg = db GE ENE 
datde) ablatbtolarbd 
he (a + b)° et Gn 


Omdat BD = CE is ook BD? —= CE?, zoodat 
ac (a + c + b) (a + ec —b) _ ab(ab+e)(a+b—0) 
(a + c)? Reek (a + b)? 
waaruit c(a + ce — b) (a + 5)? =b (a Hb — ee) (a + C)° 
of ate H atbe — abe Fate? J 2abe? +b?e* — be == 
—a3b abe — abe? +atb? +2abe + be? — be? 
a3 (b —c) + a? (b* — C°) + 3abe (b— Ce) + be (b° —e°)=0 


Oja Hat btO+ Babe + be DHO) ECHO 


Dit product kan alleen gelijk nul zijn, als b—c= 0 is, 
d.i. als b—=c is. Maw. A ABC is gelijkbeenig. 
Opm. Vergelijking (1) kan men ook aldus herleiden : 


boa +(a° + bob +0) + 3ade| =0.... (2) 
òf aldus Glare tb tbeleH 040) +2adef ie 


waaruit bar + bc) (aH4 40 + 2ate| OP EER 


ap GDE _2AABC. 
Omdat B ABO en in IS 
2abc 
4E na rid en 2abc=(ahbde)ARr. 
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Substitueeren we dit in (3) dan heeft men : 
(B — cc) | (a? Fl) atb to) HARr(a td 40f 0 
of (blad te(a? + be +A4ARr)=0. 


IL. Hen A is gelijkbeenig, als 2 zijner bissectrices gelijk zijn. 


__Beschouwen we de 2 
AA ACE en ABD, 
die de gelijke bissectri- 
ces BD en CE tot bases 
hebben en tot tophoek 
den hoek A van den 
driehoek, waarmee de 
derde bissectrix corres- 
OO ___pondeert. Het komt er 
nu op aan te bewijzen, dat A ACEZ A ABD is, dewijl zij 
gelijke bases BD en CE, denzelfden top/ A en dezelfde bis- 
sectrix AO van dezen hoek hebben. Het zal voldoende zijn 
aan te toonen, dat een driehoek bepaald is, wanneer men de 
basis, den tophoek en zijn bissectrix kent, hetgeen neerkomt 
op te doen zien, dat men door het midden M van een cirkel- 
boog BD slechts eene koorde kan trekken, waarvan het deel 
begrepen tusschen het andere uiteinde en de rechte BD eene 
gegeven lengte hebbe. Onderstellen we, dat de koorde, eerst 
loodrecht op BD, draait om het punt M,‚ tot ze gaat door 
het punt B of door het punt D. Gedurende deze beweging 
zal de koorde standvastig afnemen , teewijl het deel begrepen 
tusschen het uiteinde M en de rechte BD tegelijkertijd zonder 
ophouden zal aangroeien. Dus zal het andere deel altijd af- 
nemende zijn, en er zullen slechts twee symmetrische plaatsen 
zijn, waarvoor dit deel eene gegeven lengte zal hebben, 
Dit bewijs is afkomstig van den bekenden wiskundige 
G. Tarry. C. W. 





IV. Een A ús gelijkbeenig, als 2 zijner bissectrices gelijk zijn, 


Zij A ABC een A; welke 2 gelijke bissectrices BD — CE heeft, 
De twee AA ABD en ACE, die gelijke bases, denzelfden 
tophoek A en dezelfde topbissectrix hebben, zijn 2. 
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Inderdaad , beschouwen we den omgeschreven cirkel van den 
AABD. De bissectrix van / A gaat door het midden M van 
den boog BD. Maar het segment AO dezer bissectrix , be- 
grepen tusschen den boog BAD en de koorde BD, is des te 
grooter naarmate de snijlijn AM nadert tot de middellijn uit 
M getrokken, hetgeen onmiddellijk volgt uit AO —= AM — OM, 
Dus is AABD@2 A ACE en A ABC gelijkbeenig. 

Afkomstig van WerscH. C. W. 


V. Een A is gelijkbeenig, als 2 zijner bissectrices gelijk zijn. 


„Lemma, Een vierhoek, waarin twee overstaande zijden en 
twee overstaande stompe hoeken respectievelijk geliĳjk zijn, is 
een parallelogram. 


Laat A ABC de A, AE en CD de ge- 
lijke bissectrices zijn, die elkaar in O snijden. 
We construeeren den A AFE symmetrisch 
gelijk aan A DAC. In den vierhoek AFEC 
zal men hebben FE = AC, 


LFAC—/ RAE S/ A=/ ADO} A=/ AOC 
LFRC— 3 C 42 ABC =/ AOC. 


Daar / AOC = 90° + 8 ZB) 90°, voldoet de vierhoek aan 


de voorwaarden der lemma, en zal men hebben 
ZEAEE TERAOREBERZ AES / Ont 
Afkomstig van Hertz. (A DNM, 


VI. Een A is gelijkbeenig, als 2 zijner bissectrices gelijk zijn. 

Als in A ABC de bissectrices 
BE en CF gelijk zijn, moet wor- 
den aangetoond, dat / B=/ C 
òf AB —= AC is, 

StelBC Sa, ACD, AB Ze, 
CE=m, AE=n, BF =p en 
AF ==g. Men heeft nu 
BE? = CF? (onderstelling) 





ac — mn jn ab — pq 
waaruit pq — mnz=(b—C)a. 
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Nu moet 5 > c, òf b { c,of b =c zijn. 
Als b > cis, dan moet pg ) nm, 


maar ook LSBADMEI0?, 
dus ook EBC > / FCB 
en bijgevolg ook m > p zijn, 


dewijl in A EBC en A FCB de zijden over / EBC en / FCB 
gelijk zijn, waaruit weer volgt, dat 
b id Ke 1 1 
C C 
oe EE a ED ON 
waaruit volgt at-e > at-bence) b 
hetgeen in strijd is met de onderstelling 4 ) c. 
Gaat men uit van de onderstelling b ( c‚ dan vervalt men 
in dezelfde ongerijmdheid, zoodat alleen 4 = c kan zijn, 
d.i. A ABC is gelijkbeenig. 














VII. Zen A ús gelijkbeenig, als 2 zijner bissectrices gelijk zijn, 


Ond. In A ABC zijn AD en CE de bissectrices der // A 
en C en is AD = CE. 
Gest. A ABC is geliĳjkbeenig. 
Bewijs. Uit bekende eigenschappen volgt : 
AD? z= ACXAB—DCXxXDB.. (1) 
CE? zz ACXCB-—AEXBE. . (2) 


En verder 
AC ; ABS DO: DB RAND) 
AC: CB ==/AE: BEG tee (4) 


Uit (1) en (2) volgt: 
AC(AB —CB) == —AEXBE+DCXBD ...(5) 
Uit (3) en (4) volgt: 
AO X DB AB 0D BNR eh a) 
AC X BE BO XAHS SEREEN 
Daar AB = AE + EB en CB = DC + DB, kunnen we voor 
(6) en (7) lezen: 
AC XBD == AE XxX CD + EB X CD, 
AC Xx BE = DC X AE + BD X AL of 
AC Xx BD — EB Xx CD == AC X BE — BD x AE 
AC xX BD — AC X BE == EB Xx CD — BD X AE 
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AC X (BD — BE) = EB X CD — BD X AE. Ook is (5) = 
AC X (AB — CB) —= DC X DB — AE X EB 





opget. 
AC X (BD + AB — BE — CB) = EB X CD + DC X DB — 
— BD XxX AE — AE X EB 
AC x (BD + AE +EB—BE—BD—DC) — (CD—AE) (BD +EB) 
AC x (AE — DC) = (CD — AB) (BD + EB). 
Is AE >» DC, dan is het eerste lid positief en CD — AE 
negatief, enz. Dus AE—CD en A ACE» A ACD. 
Verder eenvoudig EB =BD, waaruit volgt AB = CB. 
L. J. M. te Gr. 


‚ VII. Een A ús gelijkbeenig, als 2 zijner bissectrices gelijk zijn. 


Geg. De lijnen AG en BD, die de 
hoeken A en B middendoor deelen, zijn 
gelijk. 

Te bew. A ABC is gelijkbeenig. 

Wij trekken uit G eene lijn GF ‚| AB, 
en GI | AB; evenzoo uit D eene lijn 
DE // AB en DH | AB. Dan zijn de 

AA BDE en AGF gelijkbeenig. Wanneer wij dan FK _L AG 
trekken, dan is A FGKm A AGI, waaruit volgt: 


KG (—j AG): FG — Al: AG 


waaruit AG? = 2FG. AL 

Evenzoo is: BD? =2DE. BH, 

Nu is: AG = BD, dus FG.AI=DE. BH. 

Stel nu, dat FG > DE was, dan zou dus ook BH ) AI 
moeten zijn. Maar uit FG > DE volgt: GI < DH. 

Nu is: BH? = BD? — DH? 
en AT? = AG? — GI? 

BD en AG zijn gelijk, DH is > GI, dus BH { AL 

De veronderstelling FG > DE voert dus tot eene tegenstrij- 
digheid; evenzoo FG { DE, dus is: FG —= DE, en daar 
deze lijnen // zijn, vallen F en D, en E en G samen. De 
gelijkbeenige AA BDE en AGF zijn nu econgruent, dus 

FAG =/ DBG of / A=/ B en BC = AC, 

d.i. A ABC is gelijkbeenig. H. VERKAART, 
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Ond. In A ABC zijn de bissectrices BD 
en CE even lang. 

Gest. A ABC is gelijkbeenig. 

Bewijs. Ten aanzien der hoeken ABC 
en ACB zijn 2 onderstellingen mogelijk, nl. 

1) / ABC en / ACB zijn gelijk. 

2) Z ABC en / ACB zijn ongelijk. 

1) Uit / ABC =/ ACB volgt onmiddellijk het gestelde. 

2) In het tweede geval onderstellen we, dat / ABC ) / ACB is. 

Dan is ook / CBD ) / BCE en / BDC > / ADC. 

Men kan dus A BCE zoo plaatsen, dat CE langs BD valt, 
het punt B komt dan ergens in een punt F te liggen, zóó 
dat BC langs BF en BE langs DF valt. Als men dan CF 
trekt is A BCF gelijkbeenig, waarin de 


tophoek FBC ln ZB AD C ‚ zoodat de basishoeken elk 

TA Aal 1 1 3 
=|(AABHO— (2B-30)|:2= GB pAtgC 
d. î. nog grooter dan C+} B zijn. 


Dit laatste kan echter niet het geval zijn, omdat / BCF 
een deel inneemt van / BCA. Bijgevolg kunnen / ABC en 
ZL ACB ook niet ongelijk zijn, Dus is AB —= AC, d.i. A ABC 
is gelijkbeenig. J. N. VrsscHeRs. 


326. Zijn twee vierhoeken gelijkvormig, als ze de zijden op 
één na evenredig en de hoeken aan de onbekende zijde 
gelijk hebben, terwijl de volgorde der gegevens in beide 
figuren dezelfde is ? 

(KrarPer , 300.) J. Dele 


Oplossing. 

Zijn ABCD en abcd 2 vier- 
hoeken, waarvan gegeven is, dat 
AB:a5 = BO:5ce = CD:cd en 
„BAD == / bad, / CDA == / cad. 

Neem dan op AB een stuk 
Ab, == ab, trek in vierhoek ABCD 
de diagonaal AC en trek uit b, 
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eene lijn b‚c,!l BC, die de diagonaal AC in ec, snijdt; trek 
vervolgens uit c‚ eene lijn e‚d,‚l/CD, die AD in d, snijdt. 
Men heeft dan AB: Ab, = BC: b,c, = AC: Ac, =CD:e,d. 

Maar AB:ab =BC: bc 0D: ed, 

Daar Ab‚=ab, is b‚c, =be en c‚d, =cd. Tevens is 
Ltr A A CDA es cda. 

De vierhoeken Ab‚c‚d, en abcd hebben dus 3 zijden en de 
hoeken aan de onbekende zijde gelijk. 

Trek uit ce, c‚f‚ || bjÂ en uit c cf ll ba, dan is 
Leif,d, = Lefd (als overeenkomstige hoeken van gelijke //). 
De AAecdf en c‚d‚f‚ zijn dus congruent (ze hebben gelijk 
1 zijde, 1 Z/ aan die zijde en 1 hoek tegenover die zijde). 
Hieruit volgt c‚f, = cf. 

„We trekken 5g // af en b,g, |/ Af‚ dan hebben de A A b,c,9, 
en Zeg gelijk 2 zijden (c‚9, = cy, want cg = cf —gf = 
effi CHI» O1, = be) en den hoek tegenover b,c, en Ac. 

De AA bye,g, en beg kunnen dus 2 zijn, Dan is 
b‚9, =bg, dus ook Af‚ —=af; de parallelogrammen Ab‚g,f, 
en abgf zijn dan ook 2 (ze hebben dan gelijk de zijden en 
de hoeken). 

Zijn de AA 4,c,g, en beg dus 2 (wat niet volstrekt nood- 
zakelijk is, dan zijn dus de vierhoeken Ab,c,‚d, en abcd ook 
L, omdat de samenstellende deelen onderling 2. zijn, en op 
dezelfde wijze aaneensluiten. 

Zijn de AA 5,c,g, en beg niet 2, dan zijn de paral- 
lelogrammen Ab‚g,f, en abgf zulks ook niet, waaruit dan 
weer volgt, dat de vierhoeken A5,e,d, en abcd ook niet 2. zijn, 

Vierhoek Ab cd, is zo met ABCD (de / 4 zijn gelijk en 
de zijden evenredig). 

Is vierhoek abcd @. met vierhoek Ab, c‚d,, dan zijn vier- 
hoek ABCD en vierhoek abcd oo. 

Zijn vierhoek Ab,c‚d, en vierhoek abed niet 2, dan zijn 
de vierhoeken ABCD en abcd niet wo. 

v. D. War & VERBORGH, 
327. De stralen, die een koorde in drie gelijke deelen ver- 
deelen, verdeelen in ’t algemeen den boog, die bij de 
koorde behoort, niet in drie gelijke deelen. 
(KNarpPER , 396.) de Dve 
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Zie „De Vriend der Wiskunde’, II, bl. 184, IV, bl. 215 
en V, bl. 87. 

P. Barker! De woorden in ’t algemeen zijn niet overbodig, 
dewijl er een witzonderingsboog bestaat. Zie „De Vriend” IV, 
bl. 215—217, het opstel van den heer H. VrrraceN. In 
welk getal verdeelen de stralen, die een koorde in 3 gelijke 
deelen verdeelen, ook den boog, die bij de koorde behoort , 
in 3 gelijke deelen ? 


328. Verdeel elken term van de meetkundige reeks a, ar, 
ar?,.... zoo in p deelen, dat hierdoor eene meetkun- 
dige reeks ontstaat , die dus p maal zooveel termen be- 
vat als de gegeven reeks. Bepaal de som van » ter- 
men van de nieuwe reeks en substitueer na de oplossing 
a=b,r=8,p=3enm= 15, 

(VersLuys, Rek, II, Sedr., $ 190, no.21.) J. op. V. 
Oplossing. 
De som van m termen der nieuwe reeks moet bepaald worden. 
Elke term van de reeks a, ar, ar?... wordt in p deelen verdeeld. 
Zij nu de nieuwe reeks A, AR, AR?, AR* .… ARS dan is 
a =ALARHAR? HAR? Ê = ALFRHR? HR" H.RPTH, 
ar —ARPLARPTL AR? TZ AR Pr! 
—= ARPLRR?-R* +. RPTÀ, 
art ARPTAR PE AR PTA RAREL od 
AR PCI RIRIEL RE IAR 
Door deeling der overeenkomstige termen dezer vergelijking 
vinden we nu: 


r_ ARP ARP 
ARD ADO 
of r=RP en 1r=R (—= de reden der nieuwe reeks). 


Dus is aZAClH Ir drs ers Hr? TD en 
a 


A (== le term nieuwe reeks) — nen 
Ir rr Zr 
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Voor de som van mm termen der nieuwe reeks vindt men 
a Perl A: 














von pd amd 

Lr err? | lft k | 

BE ra (rl) rele ar "1 

Trel “WrlT rl rel rl 
Vr—l 


Voor a=5, r=8, p=3 en m==1l5 wordt 
Bel nps en 
_5(B8!s—l) _5(85—1) 5X32767 _ 


J.C. Murren; J.H.S.; P. BAKKER; v.D. War & VeRrBoran, 


329. Gaarne zag ik in „De Vriend der Wiskunde” het vol- 
gende vraagstuk opgelost : 
Welke geheele getallen voldoen aan de vergelijking: 
arty sar? D. Boersma, 


Oplossing. 


De vergelijking z? +4? =z? wordt de Pythagorische ver= 
gelijking genoemd, omdat zij met de stelling van PyrHacoras 
in nauw verband staat. 

Om haar op te lossen stelt men #=z& Jm, dan verandert 





zij in vry zat Jem Jm? 
of y: = 2m m? 
AR 2 
waardoor s=? dn 
2m 


Stelt men nu y=Ê en m=l, dan is 
pr 
2 2m? 2 2 
yn: „==? 5 —Ë nd - en 2 Er 
en om geheele vormen te verkrijgen, vermenigvuldigt men 
alle breuken met 2q?, waardoor 
y=?2pg, v=Pr—0, e=. 
Anders, 
Eene andere oplossing vindt men bijv. door te schrijven 


grat yr =le hy) (2-9). 
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Pe Le 


Stelt men z? agen verder 
zv 
zty=ir 
% 
y= 
dan is e= EEE, or 
| d El Ë En 
waardoor U ee Inf En Te je 


Neemt men nu #==2pg, dan is 
e=, YP, 20 0, 
evenals boven. Nu kan men aan p en q alle geheele, posi- 
tieve waarden geven. 


Er zijn nog meer oplossingen van deze vergelijking (zie 
Leerboek der Onbepaalde Vergel. van mij, bl. 85 en verv.), 
doeh deze zullen voor de beantwoording der vraag wel vol- 
doende zijn. 

Slechts nog een paar opmerkingen over het kiezen van de 
getallenwaarden voor p en g. 

19°, 2pg is altijd even; neemt men nu voor p en q beide 
evene of beide onevene getallen, dan zijn p? —g? en p* +gq* 
beide even; hunne tweedemachten zijn dan altijd deelbaar door 
4 evenals (2pq)?. 

20, Hebben p en q een gemeenen deeler, dan zijn de drie 
vormen door het kwadraat van dien deeler deelbaar. Daarom 
is ’t het eenvoudigste om 

38°. p en q zoodanig te kiezen, dat zi relatief priem ge- 
tallen zijn. Stelt men bijv. 

PAR ENE FOOD OE: 
Old tl B LD 
dan is p?—q* = 3,15, 5,21, 35, 11 
2pq == 4, 8, 12, 20,12, 60 
pr J-q? = 5, 17, 13, 29, 37, 61. 

In alle gevallen kieze men p>q, opdat p? —q* positief 

blijve. J. C. Eerr, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" October 1896 franco 


1281. 


1282. 


1283. 


1284. 


1285, 


1286. 


1287. 


bij den Redacteur A. J. van BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Zijn in A ABC de binnen- en buitenbissectrices van 
LA gelijk en / B) / C, bewijs dan, dat 


les Boen AS 

20, (b? —e?)? za? (b° H-e*). 

de 2Raz=b? —c?. 

Meetkundige bewijzen. A.M. Morr vaN SANTBERGEN. 
In een cirkel, welks straal — r is, is een vierhoek 


beschreven , waarvan twee overstaande zijden bogen van 
60° en 90° onderspannen. Indien de verlengden dezer 
zijden elkander onder een hoek van 30° snijden , hoe 
lang zijn dan de zijden en de diagonalen van dien vier- 
hoek en hoe groot is zijn oppervlak ? 

(Eeen, N. Verz. II, bl. 55, no. 56.) Eerr. 
Van een trapezium ABCD zijn de diagonalen AC — 37 
en BD =7/1105, de afstand OE van haar snijpunt O 


tot de basis AB is de en AE zal zE Bereken de zij- 


den van dit trapezium. 

(Eerr, N. Verz, II, bl. 51, no. 23) __ Beer. 
Op elk der zijden van een gelijkzijdigen A een. punt 
te bepalen, zoodanig dat de A , die deze 3 punten 
tot hoekpunten heeft, gelijkzijdig en zoo klein mogelijk zij. 
Van een A kent men de oppervlakte, den omtrek en 
den tophoek. Construeer dien A. 

In A ABC is / A = 60°; de hoeken B en C worden 
middendoor gedeeld. Bewijs, dat de stukken van de 
deellijnen tusschen haar snijpunt en de zijden AC en 
BC gelijk zijn. 

(Ex. Wisk. L. O. 1895.) 

De lijnen, uit het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel eens driehoeks naar de hoekpunten getrokken, 
staan loodrecht op de zijden van den driehoek, gevormd 


De Vriend der Wiskunde. XL. 12 


1288, 


1289. 


1290. 


1291. 


1292, 


1293. 


1294. 


1295. 
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door de lijnen, die de voetpunten der hoogtelijnen 
verbinden. 
(Ex. Wisk. L. O. 1895.) 
AOB is een cirkelkwadrant; indien men in het door 
AB afgesneden segment eene koorde Qq // AB trekt en 
men verlengt haar, totdat zij den straal OA in R en 
OB in r ontmoet, dan is QR? + Qr? = AB? 
(Ex. Wisk. L. O. 1895.) 
Construeer een geliĳjkzijdigen A , die even groot is als 
een gegeven stomphoekigen A. 
Als men de beenen van een geliĳjkbeenigen rechthoe- 
kigen A verlengt door den top met een stuk gelijk 
aan het verschil tusschen de basis en een been, ont- 
staat er een \ , waarvan de omtrek gelijk is aan de 
basis van den gegeven A. Bewijs dit. 
Los op: 
(a? +6) 25 — Ier (9 — Ar ó) = 40 H- 32*. 
(Wisk. L. O. 1895.) 
Herleid : 

Sr et rme } Beg —_3} 

4 b 


Vak Vond Veren 


(Wisk. L. O. 1895.) 
Tot vorming van een kapitaal wordt gedurende 15 jaren 
aan het begin van elk jaar f 1000 gestort. Dit moet 
met de rente à 5 pct. aan het einde van elk der eerst- 
volgende 20 jaren in gelijke sommen worden uitge- 
keerd. Hoe groot is de jaarlijksche uitkeering ? 
(Wisk. L. O. 1895.) 

 vi0—-rv8dr6 
Herleid IO dvs v6 
(Surn. Dir. Bel. enz. 1895 ) 
Iemand, oud 40 jaar, sluit een contract met eene levens- 
verzekering-maatschappij, dat bij zijn overlijden aan 
zijne erven f 10420 zal worden uitgekeerd. Hij be- 
taalt hiervoor terstond f 1596 en verder na verloop van 
ieder jaar f 216. Als de maatschappij in staat is voor 
de kapitalen , die zij beheert, 3 °/, rente uit te keeren, 


Et 
Á 


1296. 


1297, 


1298. 


1299. 


1300. 
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op hoeveel jaren stelt zij dan den vermoedelijken levens- 
duur van dien veertigjarige ? 

(K. M A. 1895.) 

Van eene rekenkundige reeks is het verschil 3, de 
laatste term 62 en de som 670. Men vraagt het aantal 
termen en den eersten term te bepalen; vervolgens de 
som te vinden van de termen der nieuwe reeks, die 
men verkrijgt door tusschen elke twee opeenvolgende 
termen drie termen te interpoleeren. 

(K. M. A. 1895.) 

Twee kuben verschillen 279 eM3. in inhoud. Als ieder 
der twee lichamen 183 eM?. grooter was, zouden hun 
ribben 3 cM verschillen. Bereken de inhouden der be- 
doelde kuben. 

(Veeartsenijschool 1895.) 

Los # en y op uit de twee vergelijkingen : 

EE)! Hegt Al, / 
dy apledyha 9 78 Aan Amen 
(Veeartsenijschool 1895.) 

Verdrijf de wortelteekens uit den noemer van den vol- 
genden vorm en schrijf den teller zoo eenvoudig mogelijk 
3 


+ 


1 . 
ID v (815 en 61710) 
(Adelborst 1895.) 


Als 2° +1 een ondeelbaar getal voorstelt, kan men 
met behulp van passer en liniaal regelmatige veelhoe- 


ken van 2“ +1 zijden construeeren. (Gauss.) Als nu 
in een cirkel de zijden van de ingeschreven regelmatige 
3-, 5- en 17-hoeken geconstrueerd zijn, vraagt men 
die der ingeschreven regelmatige 51- en 85-hoeken te 
bepalen. 
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Eene eigenschap van den driehoek 
Als men in A ABC den top A met een punt D der basis 


verbindt en BD” is, heeft men : 


AC? +-n. AB? —=(n J-1) (AD? 4 CD. BD). 
Bewijs. Trek AE | BC, dan is 
in A ACD 
AC? =CD? AD? +2CD. En 
en in A ABD 
AB? =BD? + AD? — 2BD. DE 





dus 
n.AB' =n.BD? +x.AD? —2n.BD. DE 
waarin n.BD = CD, dus is 
n.AB? =n.BD? +n.AD? —2CD.DE 
zoodat AC? + n.AB? = CD? Jn.BD? + (n +1) AD* 


=nt.BD? 4n.BD? +(n +1) AD? 

=n(nd1) BD? J-(n + 1) AD? 

= (nF) (n. BD? + AD?) 

= (2 +ID(AD? +CD.BD) ....(I) 
Als men deze stelling toepast op het geval, dat / CAD = 

CD 


" EAO 
ZBAD, dan is n= BDS AB * dan heeft men: 


AO AB = “EES (AD + OD. BD) 
SACHAB ACHAr 





of AC.AB. 








(AD? + CD. BD) 


AB 
of Ne re 
en AC.AB—CD.BD = AD. 


Als AD buiten den A ABC valt, vindt men voor (L) 
AC* —n. AB? =(l—n)(AD° —CD.BD) ... (II) 
H. J. BoLDERMAN, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1241—1260. 


1241. In A ABC is BD L AC getrokken, als nu de stralen 
der ingeschreven Mekel in de BORED AA ABD 
en CBD, alsmede de straal van den omgeschreven cirkel 
om A ABC gegeven zijn, vraagt men de zijden van 
A ABC te berekenen. 

Toepassing. Stel na berekening de straal in A ABD 
az=2, die in A CBD 5=3 en die om A ABC 
p= 6,18: J. C. EBerr. 

Oplossing. 
Zij ABC de geg. drieh , BD de loodlijn, waardoor de recht- 
hoekige driehoeken heeten ABD en CBD. Stel hierin 
An RDD 

dan is AD=Vat — 2, CD=Vy2 — 2. 

Stel verder de stralen der ingeschr. cirkels in ABD —=a, 
in CDB = 5 en de straal om ABC —c, dan vinden wij de vergel. 


PRADDCBDE Lr 5 
B ADEBD AD > ri Sn 
ED ODLED Wen iyt 2) 
ECB OD Ig eg 

_2yXAC zy 

Rn et Bn (3) 


Uit (1) volgt 
a(rdlb=(l—a)r (e* —l°) 


at (et H- 2al HUP) == (U? — la + 25) (2? —}?) 
az? JL gatle Hal? = la? — aat} att — U —a?l? 
of na vereenvoudiging 
(l— 2a) 2? — 2u? =l3 — ta + 24° 
GES v at + (U3 — 2U?a + 24°) (l — 2a) 
— Za (l — 2a)* 
a? + (l—a)? 





waaruit #= 7 


of en Le 
Handelen wij met (2) op dezelfde wijze, dan vinden wij: 
b2 dE (l —b)* 


VEN 
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Gebruiken wij in deze vergel. de onderste teekens, dan wordt 
aî — (EG (an (0 rn zen 
l — 2a Ll — Za 
OHIO, 
Ll — 2b } 
deze waarden voor z en y leveren geen driehoek. 
Hadden wij bovenstaande vergel. aldus geschreven : 
av (a + U? =(l—a) vw (we? —l) 
en deze door 1” (w J-!) gedeeld, dan hadden wij eene vergel. 
van den eersten graad omtrent # gekregen, n.l. 
att (l—a)} 
Ke l— 24 
en door omtrent  evenzoo te handelen, ook eene overeen- 
komstige waarde voor 4 
Daarom nemen wij deze twee vergelijkingen met de bovenste 
teekens, en nu is in verband met (3): 
NN al Uda el ml 
oel 20 2 
waaruit de eenig overgebleven onbekende / moet berekend 
worden. Door deze vergelijking volgens de afdalende machten 
van / op nul te herleiden, vindt men: 


Warhol? atb? Het del lt — 


— 4ab (a Hb +2) l + 4a°b? =0. 
Deze vergelijking kan opgelost worden, zoodra de waarden 
van a, b en c ingevoerd worden. 
Gebruikt men de gegeven waarden , dan komt er 


L: — 26, +212) 12 — 510 U + 144 —=0. 


UR 


en evenzoo jn 





De eenige meetbare wortel hiervan is / = 12. Deelt men 
die vergel door /— 12 ==0, dan verkrijgt men 


1 1 
Se AAT RT ee 
se MG DH 4ljl 120. 


Deze vergel. heeft geen meetbare wortels meer. 
Brengt men nu dezen meetbaren wortel, /= 12, over in 
de verkregen waarde voor z, dan is 
a? d(l—a)2 44-100 


EE en 
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en door overbrenging in de vergel. voor y, vindt men 
2 pee 2 
Aes ne 25 6) es En RE LD 

en eindelijk is 

AC=Z=ADHCD=Nz? Ut pt = 14, 
waardoor de drie zijden worden: 13, 14, 15. De drie andere 
wortels voor / worden imaginaire grootheden en leveren dus 
geen bruikbare waarden voor de zijden van den driehoek. 

EGER. 
Hiermede stemt overeen de oplossing van v p. W. & V. 


1242. In A ABC is de mediaan BD getrokken. De lijn AF 
snijdt BD in E en BC in F zóo dat BE:FC =1:2. 
Hoe verhoudt zich BE: DE ? 
De lijn AH snijdt BD in I en BC in H zóo dat 
CH:BH=1:2. Hoe verhoudt zich BI: DI? 


Oplossing 

a) In A ABC snijdt de 
lijn AF de mediaan BD in EB 
en de zijde BC in F, zóó dat 

BESCH =S 

Beschouwt men AF als eene 
transversaal in A BDC, dan 
heeft men volgens eene be- 
kende stelling van MeneLAüs 
(zie: Vriend, blz. 66e. v.): 





CF.BE DA — BF.DE.CA 
of 2BC.BE, SAC—=IBC.DE. AC 
3 2 3 
of zB. AC . BE — 5 BC.AC.DE, 
Eila BE =DE, 
derh. BE:DE=1:1. 


b) AH snijdt BD in Ten BC in H‚ zóó dat CH: BH —=1: 2. 
In A BDC is AH eene transversaal, dus 
CH.BI . DA == BH.DI.AC 


1 1 2 
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BC. AC. BI == 
2 
—z BC. AC. DI 
dus 5 BL= ; DI, 
en BI == 4 DI, derhalve 
Bl:DI=4:1. 





Cu. BarneveLD; J. H.S; B. A. Timmer; v. p. War & VeRBORGH. 
Tweede oplossing 
Geg. : AD DCS BESEO ele 2 CH SHD 
Gevr. : de Beading te bepalen Eiso ben BE en ED, als- 
mede die tusschen Bl en ID. 


UitaBFr EC 2 volet BO ra BEA OE BF — 5 BC 


en uit CH:HB-==1:2 volgt: BC:3=CH:1 of CH = 5 BC 


dus is BE = FH = HC == ;-BC. 


Verbinden we nu D met H, dan loopt deze lijn evenw. 
aan AF, want: FH:HC=AD: DC. (FH=HC; AD = DO.) 
Uit die evenwijdigheid volgt: 
BE:ED =BF': FH en daar BE —= FH is, zoo is: 
BE:ED == 1: 1. 
Trek nu DK // AH dan hebben we: 
AD:DC= HK: KC of daar AD=DC is, HK = KC. 


Samen zijn ze ; BC, dus ie HK — KC — ; BO. 
Verder volgt uit die evenwijdigheid : 

BI: ID = DH; HK — 3 BO: ; BC ch Le 

N. Dijkema; J  WiIrrEvEEN. 
Derde oplossing. 
a) Zij BD mediaan in A ABC en BF: FC =1:2, 
Trek DF, dan hebben A ABF en A ADF de basis AF 
gemeen, dus A ABF: A ADF = BE: DE. 

Verder A ABF: A ABC =BF:;BO=1:3, 


waaruit A ABF =5 A ABC 
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en A ADF: A ABD =FC:BC=2:3 
1 
3 
derhalve AABF: A ADF =BE:DE = 
of BE:DE =1:1. 

b. Zij BD mediaan in A ABC en CH:BH—=1:2. 

Trek DH, dan hebben A ABH en A ADH de basis AH 
gemeen, dus A ABH: A ADH —=BI: DI. 


waaruit A ADF = : A ABD = > A ABO 


Cl 
ol mt 


Verder AABH:AABC=BH:CB -2:3, 
waaruit A ABH —5 A ABC 
en A ADH: A ADB =CH:CB=1:3 
waaruit A ADH —5A ADB = £ A ABC 
derhalve A ABH:A ADH = zige 4:1 
of BEDEA ADH: A ADE dl | 
of BED A. G.p B. 


Vierde oplossing. 


a. Trek FM // AC snijdende BD in M, dan 
is A AED A FEMen A DBC» A MBF. 
Hieruit en uit de gegevens volgt: 


BM — BD en PM —jCD=zAD, 


8 
1 1 2 
dus EM =DE =3 DM Daar DM = „ BD 
B Ls 1 
is, is EM =; 6 z BD = 6 BD. Derhalve 
BM + EM of BE — BD +4 BD BD, 
Hieruit volgt: _ BE:DE=1I:1. 


b. Trek HL // AC snijdende BD in L,danis A AlDze A HIL 
en A DBC» A LBH. 
We hebben dus: BL = „BD em is : DC = zAD; 
2 2 2 
Bie zDI=;DL= 7 BD. 
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Derhalve is BL+LL[ of BI 3 BD +5 BD — {BD en 


DE : BD. Hieruit volgt: BI: DI=4:1. R.v. W. Pz. 


Vijfde oplossing. 
ADE DGB EDES HG 
Trek FP en HQ // BD snijdende AC 
in P en Q, dan is 
DRS PO 00 
A AED A APF; dus 
DE:PF == AD: AP=8:4. 
A CPF A CBD; dus 
EE BD CPS CDE nn 
DESPESPE. BDE Aan 
dus DE — BD en DE = BE. 


AADI ze A AHQ; dus DI :HQ =AD:AQ=8:5. 
ACHQ ee A CBD; dus HQ:BD =CQ:CD=1:3. 
DI.HQ:HQ.BD—=3.1:5.3, 


1 
dus Ne s BD en DI: BI =| :4. Son Bien 


1243. Van een cirkelsegment ABC zijn de koorden AB == k 
en de pijl CE =p gegeven. Als nu op EB een stuk 
EG =p genomen en GF | AB geplaatst wordt, vraagt 
men de lengte van FG te berekenen. 
Oplossing. 
De pijl CE is een deel der 
middellijn CD, dus 
CE: BE = BE: DE 


id 1 


en 
CD =CE + DE 
EE kì > 4p* Jk? 
arn 





3 
En R=lop iet +k 
2 8p 
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lem 3 
De 

Trek De middellijn PQ _L CD en verleng FG tot L, dan is 
ook FL … PQ, GL =EM, ML == EG = p. 

| PL: FL =FL:LQ 
(R + EG): FL — FL: (R— EG) 
(R +-p) : FL = FL: (R—p) 


( Er FL =FL: (5) 








öp 
4 2 4 Ins tn 4 
mL=V (oe A 
64p* 8 4 8p 
R5 EE em kt — Ap? 
Oe Sp 
EE 3p* he er 
et 
A Een 4 ) sp t 5 
Ap? EE. —J-8k?p? — 48p*) 
FG = Bp f 


H. & R.; v. op. War & VeERBOKGH. 


1244, In cirkel M is eene middellijn AB getrokken en zijn 
A en B met een punt C van den omtrek verbonden. 
Als nu de pijl DF =p op AC en de pijl EG =g op 
BC bekend zijn, vraagt men de zijden van A ABC; 
den straal van den cirkel M,‚ benevens DE en FG te 
berekenen. 


Oplossing. 

Uit de gegevens volgt : 

‚C = 90°; AD = CD; CE = BE. 

Verder valt gemakkelijk te be- 
wijzen, dat de rechthoekige A A 
ADM, DCE, DME en MEB alle 
EE zijn. 

Nemen we den straal AMES es 
dan weten we van A ADM, dat 
AD=ME=r—gen DM =r-—p 
is. Volgens het theorema van 
Pyrracomras is AM? —= DM? +AD? 
of ser pt (r grt Br pg) Pt 0, 
of r2—2r(ptag)tpt a =0, 
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dus r = pq Er’ ?2pg. Nu is echter DM —= CE ) EG *), 
dus FM ) DF + EG of r > pg. Hieruit volgt, dat we 
alleen kunnen nemen r—=pt-g dv 2pg. 
We vinden dus: 
AB =?2r =2p + 2q HA 2pg =2(p Hg Hv 2pg) 
BO = 2DM =2(r — p)= 2 + A 2pqg =2(q 4 v 20) 
AC =2ME =2(r—g) =2p JW 2pg =2(p + v2pg) 
DE =AM=r =pJ-g rv 2pg. 
Daar / FMG = 90° is, is 
FG = 1 (FM? + MG?) =rp2=(p +9) 2 + 2 pg. 
Is b.v. DF =p—=9 en GE=g=—=2, dan vinden we: 
AB ==34, BC =16, AC=30, DE = 17 en FG == 17%/2, 
Reves WisBze 


jn sASCHO ris a 00 L BCG — 3 bg DE en 


L EGC — 5 bg CDI. 


Nu is bg CDI — 90°+bg CD en bg BG == bg CG =90°—bg CD 
dus bg CDI ) bg BG, derh. / EGC ) / ECG, dus ook CE > EG. 


1245. In cirkel M snijden de koorden AB en CD elkaar 
rechthoekig in B. Welke betrekking bestaat er tusschen 
de middellijn en die koorden ? 


Oplossing. 


Laten AB en CD de koor- 
den zijn, die elkaar in E 
rechthoekig snijden. Trek AC 
en BD dan is 
in AACE AC? = AE?-+CHE? 
in ABDE BD? = BE? +DE? 
AC? + BD? = 
AE? BE? CE? JDE?.. (1) 

Trek de middellijn BFJ en 
AJ, dan is 

ZL BAJ = / BED = 90° 
dus AJ//ED(// CD) 
dus bg DJ = bg AC en koorde DJ == koorde AC. 
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In A BĲJD is / BDJ == 90°, dus 
BJ? —= BD? + DJ? 


= BD? JAC? = AE? + BE? JCE! } DE?, d.i. 
Als 2 koorden in een cirkel elkaar rechthoekig snijden, 
dan is het kwadraat der middellijn gelijk aan de som der 
kwadraten der stukken, waarin die 2 koorden elkaar ver- 
deelen. (Eindex. H.B.S. 1894.) 
De eigenschap gaat ook door, als de verlengden van twee 
koorden elkaar buiten den cirkel rechthoekig snijden. 


Tweede oplossing. 
ls AED =} bg AD + 5 bg BO = 90° 


{ 
LBO = 5bg BDJ = 3 bg BCJ — 90° 





dus zbg AD +5 ; bg BC = 5 lpg BOJ =i sn +à pg CJ 


7 





E 5 bg AD ” 5 bg 09 
of bg ÂD =he CJ en koorde AD == koorde CJ. 
BJ? = BC? + OJ? = BO? + AD? 
BJ: = (BE? + CE*) +(AE* + DE*). 
Derde oplossing. 
/_BDJ = / BEC = 90°, 
L BCE =/ BJD — 5 bg BD 


dus A BEC A BDJ 
BJ:BD = BC: BE 

BABS BOsBD 
BE?.BJ* = BC*.BD* 


= (CE! + BE!) (BE? + DE?) 
—CE?.BE? +CE?.DE: + BE* + BE‘. DE? 





BE' / 
| CE*. DE? 


BJ* = CE! + BE! + DE! + 
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Maar CE,DE = AE. BE, dus ook 
CE°.DE? _AE?,BE? AE: 
BE en RDE 


zoodat BJ? = CE? + BE? + DE? + AE? 
Vierde oplossing. 
Trek BD, AC, AD, BC, 
de middellijn BJ en CJ. Dan is 
AED = 4 BCJ = 90° 


1 1 en 
7 bg BC + zbg AD = 
1 1 
— Nn B 

5 bg B + 5 bg DJ 


L BOD = / BAD = ; bg BD 
L BOI =/ AED — 90° 





nn nand 


DCJ + BCD = / ADC+/ BAD 
„BCD = „BAD 
af 





LDC ADE 

us bg DJ —= bg AC en koorde DJ = koorde AC 

BJ* = BD? + DJ* = BD? + AC? 

== AE? + DE? JCE? + AE? 

Vijfde oplossing. 
Trek FP _l AB en FQ LCD, FA en FC, dan is FP //en 
— EQ en FQ // en = EP. 
CE? = CQ? + QE? —2CQ. QE 


DE: = DQ? + QE? + 2DQ. QE 
CE? + DE! = CQ? + DQ? + 2QE? 
=2CQ" 4 2QE? —2CQ? +2PF? (U) 
AE? = AP? + PE? — 2AP. PE 


BE? = BP? + PE? — 2BP. PE 
AE? + BE? = AP? + BP? + 2PE? 
—=2ÂP? J-2PE? =2AP? J2FQ? ....(2) 
zoodat uit (Ll) en (2) volgt 
AE? BE*J CE? DE? —= 2 (CQ? + FQ?) J- 2(AP?J PF?) 
—_2CF? J-2AF? —=4BF? — BĲ? R:v‚ WiBze 
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Aanteekening. Beschrijft men op AE, BE, CE en DE als 
middellijnen cirkels, dan zijn deze cirkels samen zoo groot 


als de gegeven cirkel. 
(Zie: „De Vriend der Wiskunde", III, bl 196, no, LXX.) 
Anders. 
CD? —=4CQ? = 4 (CF? — FQ?) = 4 (R? — EP?) 
AB? =4AP? = 4 (AF? — FP?) = 4 (R? — FP?) 
AB? J CD? =8R? — 4 (EP? + FP?) 
—=2(4R?) — 4EF?, d i.: 

Als twee koorden van een cirkel elkander rechthoekig snijden, 
dan is de som der tweede machten dier koorden gelijk aan 
2 maal de tweede macht der middellijn, verminderd met 4 maal 
het vierkant der rechte, die het middelpunt met het snijpunt 
der koorden verbindt. 

Valt het snijpunt E buiten den cirkel, dan gaat de eigen- 
schap eveneens door. J. Murper; A. G. D. B, 


Anders. 
Men heeft FQ? =R" — 7 OD: en FP*=R*— 7 AB? 
maar in A EFQ is EF? =FQ? + EQ? =FQ? + FP? 
—_2R? — z (AB? J- CD?) 
EF =V |2r° en (AB? J- CD?) 


Trek de middellijn IEH, dan is 
IE . HE =AE.BE 





(R— EF) (R + EF) = AE. BE 
R: —EF* = AE. BE 


BER 7 AB: -CD°)| = AE. BE 
R? = i (AB? 4-CD?) — AE.BE. Evenzoo 
R2= (AB? CD?) —CE.DE, dus 


2R? = 5 (AB! + CD?) — (AE BE + CE. DE) 
AR? = AB? + CD? — 2(AE.BE+CE. DE) d.i. 
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Als 2 koorden elkaar in een cirkel rechthoekig snijden, is 
het kwadraat der middellijn gelijk aau de som der kwadraten 
der 2 koorden, verminderd met tweemaal de som der 
producten der stukken , waarin de koorden elkaar verdeelen, 

H. & R. 


Zesde oplossing. 


Zij M het middelpunt van een cirkel, 
waarvan de koorden AB en CD elkaar 
in E rechthoekig snijden ; trek de middel- 
lijn AF en de koorde FD. Omdat / CEB 
recht is, is 
bg CB +- bg AD == bg ADF (halvecirkel). 

Hieruit volgt bg CB = DF, dus 
koorde CB == koorde DF, 

Trekken we nog AD, dan is AD? = AE? + ED? 

DF? = BC? = CE? + BE? 
dus AD? + DF? = AE? + ED? + CE? + BE?, 
Maar AD* J DF? = AF?, dus 
AF? = AE? J ED? + CE? + BE? J.H. S. 





1246. Construeer een geliĳjkzijdigen driehoek, waarvan de in- 
houd gelijk is aan een gegeven vierkant. 


Oplossing. 
Zij ABCD het gegeven vier- 
kant, AB =a, dan is 
1 gelijkz. A =a*. 
Stel de zijde van den A z, 
zijne hoogte y, dan is 


Bi ,% I 
IA =jer8 ne=2 Vn 
En] RRS 


waaruit y= (Ir 3). 
Substitueert men nu hierin 





de waarde van I=a?, dan wordt y? =a4?r3=2a. 5 3. 
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Stel 3U8=p, dan is y° =2ap of a :y=y: 2p. 
Constructie. Beschrijf op AB den geliĳkzijdigen A ABE, 
trek daarin de hoogte EF, dan is EF = 5 v3 =p. Verleng 


FE met EG=EF, dan is FG == 2p. Beschrijf op FG een 
halven cirkel, die het verlengde van DC in H snijdt, en trek 
FH, dan is FH' =Fz.FG =a.2p of a: FH=FH:2p en 
FH = y = de hoogte van den gevraagden driehoek. Neem 
FI=FH, trek FK //EA en FL //EB, dan is A IKL de ge- 
vraagde gelijkzijdige driehoek. 


Tweede oplossing. 


Zij ABCD het gegeven vierkant, 
verleng BC tot BE, zoodat BE —= 2BC 
is, trek DE en BD, dan is A BDE 
= vierkant ABCD. Trek uit B een 
lijn BF, makende met BE een / van 
60° en snijdende AD in F, dan is 

Inh. A BEE =Inh A BDE. 
Construeer de meetkundig middel- 
evenredige tusschen BF en BE, verleng BF tot in G, zoodat 
BG gelijk die middelevenredige is, maak op BE de lijn 
BH=BG, dan is A BGH de gevraagde A. 

Omdat BG = BH is, is A BGH gelijkbeenig; / GBH = 60°. 
Elke geliĳjkbeenige A , waarvan een hoek 60° is, is geliĳk- 
zijdig Nu moet nog bewezen worden, dat A BGH = A BFE 
is. Zij hebben den / in B gemeen; zoodat 

TA BGH:IA BFE =BG x BH: BF x BE. 
Maar volgens de constructie is BG X BH = BF x BE, dus ook 
TA BGH=IABFE=I A BDE=I vierkant ABCD. 
A G.p.B.; S.pre Boer; N. Digkema; J. H. S. 


Derde oplossing. 


Zij de zijde van het gegeven vierkant —= a en die van den 
te construeeren A = #, dan moet 


1 
nd == a?, 


De Vriend der Wiskunde. XÌ. 13 
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zy3=4a?, 
m3 == 2a, 
en W3:2 =a:e zijn, waarin z de vierde evenredige is. 
Zoeken we nu eerst twee lijnen, die zich verhouden als #3 : 2. 
Daarvoor hebben we deze constructie: Neem een willekeurige 
lijn p en beschrijf op AB = 4p als mid- 
dellijn een halven cirkelomtrek; neem 
AD =3p en richt in D de loodlijn DC 
op; verleng CD met een stuk DE =S p 
en beschrijf op CE als middellijn een 
halven cirkel, die het verlengde van AB 
in F snijdt. Neem eindelijk DG == 2p 
dan zal men hebben ; 
FD: DG Sp 72 

Bewijs: CD =1(AD X DB) =v3p? = pvö 
en DF = rv (CD x DE) =v (pv/3 X p) =p. 

Derhalve FD: DG =p#3:2p =w8:2. 

Trek vervolgens uit F een lijn FI, neem FH a, trek 
DH en GI // DH, dan zal HI de tat: zijn van den drie- 
hoek , dien we moeten construeeren. 

Immers: FD:DG =S FH: HI, 
of p3:2 == a:HI, dus HI == a. 

4 NS W. Pzi 


1247. Als a en b twee gegeven lijnen zijn, vraagt men eene 
derde lijn c te construeeren, zoodanig , dat 
ab 
Za —b' 
Oplossing. 


C == 


Zal c = Se zijn, dan is het noodig en voldoende, dat 


c(Qa —b) ab en (2a—b):b =a:c zij, in welke even- 
redigheid c de vierde evenredige is. De constructie is alleen 
mogelijk , als 2a —b > 0 of 2a ) b zij. R. v. W. Pz. 
Tweede oplossing. 
Als a en b, waarvan a )b , twee gegeven lijnen zijn, stelt 





de lijn c = Er 5 de derde harmonisch evenredige tot de twee 


lijnen a en b voor. 


195 


Stellen we de derde harmonisch evenredige tot a en b gelijk 
x, dan heeft men de evenredigheid 
a: ==(a—b):(b—2) 


waaruit ab — ax = ax — be 

of ab == 2ax — bx == (2a —b)z 
men Lab 

en A rj Gt: 


Om nu deze lijn c te 
construeeren , nemen we 
AE a, EF = 5, dan is 
AF ==a —4, beschrijven 
op AF als middellijn een 
halven cirkel, trekken uit 
E door een willekeurig punt 
B in den omtrek eene 
rechte EBA, vereenigen 
B met A, beschrijven uit A met AB als straal een boog BH, 
die het Minie van EB in H snijdt, trekken AH en BG // AH, 
dan is EG de derde harmonisch evenredige c tot u en b. Want 

AE: GE = AH: BG (volgens constructie) 





—= AB: BG = AF : FG. %) 
are = =(a- Di B 
*) Dat AB: BG = AF: FG blijkt hieruit. 
A ABH is geliĳkbeenig, trek daarin AI L BH, dan is 
LIAB + / ABI==90°. Trek BF, dan is ook 
L FBG + 4 GBE = L FBE == 90°, 
Omdat AH |/ BG is £ GBE =Z AHB =Z ABI, dus is 
{FBG S= ZL IAB. 
Maar All HE en FB_\ HE, dus Al // FB, derh, 
„IAB =/ ABF, dus ook 4 FBG ==, ABF, 
zoodat BF de bissectrix is van Z ABG in A ABO. 
Waaruit volgt AB:BG == AF: FG. 
Derde oplossing. 
Construeer een geliĳjkbeenigen A ABC 
met AB == 2a als een der beenen, en 
BC == 5 als basis Deel het supplement 
van / ABC middendoor en verleng zijn 


of 
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bissectrix zoover, dat hij het verlengde van AC in E snijdt, 
dan is CF =CE: 2 de gevraagde lijn c. 
Bewijs: BE is de bissectrix van het supplement van / ABC, 








dus EA : EC == BA :BC 
en (EA — EC): (BA — BC) = EC: BO 
2a:(2a—b) —EC:b 
j _… 2ab HO nt DEN 
waaruit BO =S en Gd ee ah 6 


Discussie. De constructie is alleen mogelijk als 2a ) 5. 
N, Dijkema. 


1248. Van een parallelogram zijn de hoogte, de inhoud en 
het verschil der kwadraten der diagonalen gegeven. 
Men vraagt dit parallelogram te construeeren. 


Oplossing. 


Zij BDKI het 
gevraagde pa- 
rallelogram , 
waarvan de i- 
houd —a*, de 
hoogte = h en 
D[*—BK?=0? 
gegeven zijn. 

Stel de basis 
BD dn 
18. hpt 
ofh:a=asg, 
waaruit x te 
construeeren is. Neem daartoe op eene rechte An een stuk 
AB =h, plaats BC=a L An, trek AC en richt in C op 
AC een loodlijn CD op, die An in D ontmoet, dan is in den 
rechthoekigen A ACD AB:BC = BC: BD 
of heart 
zoodat BD de basis is. 

Als H het snijpunt der diagonalen is, kan men er de hoogte- 
lijn LG op BD doortrekken. DG is dan de projectie van DH 
op BD. Stel DG =p, dan is BY = ez —p en 

DH? = GH? J- DG? BH? = GH? + BG? 
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DH? — BH? = DG? — BG =p? (ep) = (5) 
"te 


v 2 
Sn _— iehen Gt À ee 
of (3 ) = pra en p= 32 te construeeren. 


Verleng daartoe CB met BE = 5 trek DE, dan is in den 
2 
rechthoekigen A BDE DE? — BE? + BD? — (G ) Let, 


2 
a: of 2BD:DE= DE:p 


zoodat p= ZBD 


of BD: DE =DE :p. 


Richt nu in het midden F van DE, FG _l DE, dan is 
ABDEm A FDG, dus BD:DE= DF :DG 


of BD: DE = DE :DG 


waardoor p= DG gevonden is. Plaats nu in G eene lood- 
lijn GL =h op BD, en zij H het midden van GL. Trek nu 
uit B en D door H de rechten Bm en Dm’ en door L eene 
rechte // BD, die Bx in K en Dm’ in I snijdt, Trek BI en 
DK, dan is BDKI het gevraagde parallelogram, 

Inplaats van door L eene rechte |/ BD te trekken, kan 
men ook HK = BH en HI = DH nemen. 


1249. In een cirkelsector MAOB is een vierkant geconstrueerd, 
Als nu de koorde AB == & met haar pijl NO —= p 
gegeven zijn, vraagt men de zijde van dat vierkant te 
berekenen. 


Oplossing. 


Beschrijf op de koorde AB het vierkant ABHK , trek MH 
en MK, die den boog AOB respectievelijk in G en H snijden, 
dan zijn F en G twee hoekpunten van het gevraagde vierkant. 

Trek uit F en G // AK de rechten FC en GD, die MA 
en MB respectievelijk in C en D snijden: Vereenig C met D 
en F met G, dan is CDGF het gevraagde vierkant. 
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Trek ML _L op 
het verlengde van 
HB. Omdat 
AN.NB= 

NO.(2R— NO) 
1 1 
=p (2R— Pp) = 
—= 2Rp — p? 
kr 
dus nd J p* == 
—= 2Rp en 
k2 + 4p2 


8p 








kr — Ap? 
Dus MN ZR p= 5 
p Bp 


Trek ML Ll op het verlengde van HB, dan is in den rechte 
hoekigen A MLH 


En 2 
HIB jBH=R-pttei 


Fr VIE (EEE) 
ME =v (ML2 HE) = VIE HS pt êle) 
In A MKH is FG // KH, dus 





KH : HM = FG: MG (= R) 
k? (hk? — Ap? 4 8kp)\* kt Ap? 
eN ennen |=ra: 
waaruit FG CE) Ml Ee 5 B ee) | 
kk? + 4p*) 


SRE F16kp + T2hip? — Gâkp* + 16p*) 
_k(kt + Apt) (kt Hl6htp Fe T2lp? — 64kp 16) 


En hs 4 16ktp + T2h2p? — GAkp? + 16p* 


1250. Van een rechthoekigen A ABC is de straal van den 
ingeschreven cirkel r en de afstand MN, van het mid- 
delpunt M tot de hoogte BG op AC, gelijk d gegeven. 
Men vraagt nu de lengte van AB, BC en AC te be- 
rekenen. Ook als r—=5 en d={ is. 
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Oplossing. 

Vereenig M met de raakpunten D, 
E en F, dan is in den rechth. A BME 
BM = 1 (BE? + ME?) =r2, 

en in den rechth. A BMN 
BN =| (BM? — MN?) = vv (27° —d*) 
zoodat BG = fr 41 (27° — d*). 

Stel AD=AF=r, CE=CH=g, 
dan is AB=ez tr, BC =g Jr en 
AC =arz gy, AG =er—d, CG = yd. 

In den rechth. A ABG is nu 

AB? — AG? = BG? 


(er)t (rd)? = | ee (ara f 


waaruit p= Met ol er 4) 
rd 





In den rechth. A BCG is BC? — CG? 0 
Bent dj nde —a)|| 
far (2r? — d?) 





waaruit y Ed 
2 Ts 
zoodat Bern ttr 
wr drtry(2r*—d? 
2r3 +2r2y (2r2 —d? 


Voor rz 5 en d= 1 wordt 
AB=15, BC=—=20 en AC=25. 


1251. Twee tandraderen sluiten in elkander en wel zoo, dat 
tand a van het le rad drukt tegen tand 5 van het 2e 
rad; het le rad heeft 17 tanden en het 2e 10 tanden. 
Hoeveel geheele omwentelingen moet het le rad maken, 
opdat tand a kome tegen den Sen tand, die op ó volgt, 
van het 2de rad? A. G. D. B. 
(P. J. Bos, Alg. III, $ 260, vrgst. 73, blz. 69.) 
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Oplossing. 


Noemen we tand 4 van het 2e rad den len tand, dan is 
de 5e tand, die op b volgt, de 6e tand. 

Van het le rad zullen we tand a den fen tand noemen. 

a drukt tegen b. 

Maakt het le rad eene geheele omwenteling , zoodat « weer 
in zijn oorspronkelijken stand teruggekeerd is, dan hebben 
alle 17 tanden van het le rad een tand van het 2e rad ge- 
drukt, terwijl bovendien a voor de 2e maal tegen een tand 
van het 2e rad staat. 

Had het 2e rad tanden genoeg, zoo zou a dan den 18en 
tand van het 2e rad drukken. Nu het 2e rad maar 10 tanden 
heeft, drukt a den 8en tand van het 2e rad, want 18 — 10 = 8. 

Heeft het le rad 2 geheele omwentelingen volbracht, dan 
staat a tegen den 25en tand van het 2e rad (8 +17 = 25), 
‚indien dit rad tanden genoeg had. 

In de werkelijkheid staat a tegen den 5en tand van het 
2e rad, want 25 =2 Xx 10 J- 5. 

We hebben dus : Bij het begin drukt a den len tand van 
het 2e rad. 

Na één omwenteling van het le rad drukt a den (1 + 1%)en, 
d.i. den Sen tand van het 2e rad. 

Na 2 omwentelingen van het 1e rad drukt a den (1+-2x1%)en, 
d.i. den 5en tand van het 2e rad. 

Na 3 omwentelingen van het 1e rad drukt a den (1+-3X17)en, 
d.i. den 2en tand van het 2e rad. 

enz. enz. (want 1 +3 X17=5X10 2). 

Om nu te vinden na hoeveel heele omwentelingen a den 
Gen tand van het 2e rad drukt, onderzoeken we welke waarde 
n moet hebben in 1 + » X 17 om een 10-voud —- 6 te bekomen. 

Is 1 17% == 10-voud +6, dan is 

17n == 10-voud J- 5. 

n kan nu geen ander getal dan 5 of een getal, dat op 5 
eindigt, voorstellen. 

Het gevraagde heeft dus plaats na 5, 15, 25, 35, enz. 
geheele omwentelingen van het eerste rad. 


v. D. War & VERBORGH. 
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Tweede oplossing. 


Stellen we het gevraagde aantal omwentelingen == #, dan 
zal tand a dus 177 maal den afstand tusschen twee opeen- 
volgende tanden afleggen. 

Nemen we het aantal geheele omwentelingen van het tweede 
rad = y, dan moet 17x gelijk zijn aan 10y 4 5. 

't Is nu de vraag, welke geheele positieve waarden van z 
en yv voldoen aan de vergelijking 


Dd 





1x = 104 +5. 
We vinden achtereenvolgens 
lr 5 3e +5 
RET ee 105 





e 8 een geheel getal zijn. 

Dit geheele getal —= p stellende, zal men moeten hebben 
_ l0p — 5 De 5 
ph 


In het laatste lid moet ld 


3x == 10p —5 of z 





't Is derhalve noodig en voldoende, dat È Ee een geheel 


getal zij. Dat getal — q nemende, vinden we: 
3g =p — 5. 
Uit het voorgaande leiden we gemakkelijk af 
p= 3qh 5 
x= 10g +15 
y= 17g +25. 
We zien nu, dat g niet kleiner mag zijn dan — 1. 
Door q achtereenvolgens de waarden — 1,0, 1, 2,3, 4, 
enz. te geven, vinden we voor z de getallen : 
5, 15, 25, 35, 45, 55, enz. R. v. W. Pz. 


1252, Drie lichamen A, B en C bewegen zich van uit het- 
zelfde hoekpunt van een vierkant, welks zijde 10 M. is, 
in dezelfde richting langs den omtrek, met de snel- 
heden 5, 6 en 7 M. per seconde. Men vraagt, wanneer 
voor de 2de maal gelijktijdig A in het 2de, B in het 
3de en C in het 4de hoekpunt zullen zijn. A.G. ». B. 
(P. J. Bos, Alg. III, $ 263, vrgst. 36, blz. 78.) 
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Oplossing. 
De beweging der 3 lichamen begint in het 
le hoekpunt 
Zal nu gelijktijdig A in het 2e, B in het 3e 
en C in het 4e hoekpunt aankomen , dan moet, 
daar elke zijde van het vierkant 10 M. lang is, 
B 10 M. op A, en C 10 M. op B. uitwinnen, 

De snelheden van A, B en C zijn respectievelijk 5, 6 en 
7 _M. per seconde. B wint dus per seconde 1 M. op A en 
C per seconde ook 1 M. op B. 10 M. wordt dus door Bop A 
en door C op B in 10M.:1M. = 10 X{1 seconde gewonnen. 

Voor de le maal heeft het gevraagde dus plaats na 10 
seconden. Wordt nu de beweging voortgezet, dan zal, als 
A weer in het 2e, B in het 3e en C in het 4e hoekpunt 
staat, B den geheelen omtrek of 40 M. op A en C 40 M. op 
B moeten uitwinnen, zullen die standen op denzelfden tijd 
samenvallen. 

Daar nu 40 M. in 40 M,: 1 M‚ == 40 X 1 seconde door B op A 
en door C op B gewonnen wordt, heeft het gevraagde voor 
de 2e maal plaats na 10 sec. + 40 sec. — 50 seconden. 

v. D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


Als de gevraagde stand na x seconden verkregen is, dan 
zal A 5e, B 6r en C 7x M. hebben afgelegd. De afgelegde 
wegen zijn voor elk dier lichamen gelijk aan eenige malen 
den omtrek van het vierkant, vermeerderd met 10, 20 of 30 M. 

Stellen we nu, dat A y keer, B z keer en C w keer den 
omtrek heeft gedaan, dan hebben we onderstaande vergelijkin- 
gen, waarin de. onbekenden geheele positieve waarden moeten 
hebben : 





be — 40y He 100 SE 
6r —= 40520 ee een re ee 
Te = 40u30 oee Ee eene (5) 
; u—l ul 
Uit (8) volgt: #—=6u 4 —2X BET waarin — een 


geheel getal moet zijn, dat we p noemen. We vinden nu: 
u= pd 1 en 2 —=40p J 10. 
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Als we den gevonden vorm voor z in (1) en (2) substi- 
tueeren , dan krijgen we 
y=bpd-1l en z=6p +1. 
Uit deze vormen blijkt, dat p geen negatief getal kan zijn. 
We vinden voor p =0, z=10, 
voor penindie == DO, 
voor p= 2, #== 90, enz. 
Na 50 seconden zullen dus voor de 2de maal gelijktijdig A 
in het 2de, B in het 3de en C in het 4de hoekpunt zijn. 
Be eme Wen Zi 


11? + 50x + 49 


1253. Verdeel de breuk in de som van 


ns H- 67? + 11lx 6 
drie breuken, welker noemers onderling ondeelbaar zijn, 
EGER, 
Oplossing. 


Vooreerst is de noemer der gegeven breuk te ontbinden in 
de factoren (# +1) (+2) (w +3); en daar de noemers onder- 
ling ondeelbaar moeten zijn, zoo moet elk dezer factoren een 
noemer zijn van een der te zoeken breuken. Stellen wij de 
onbekende tellers voor door A, B en C, zoo volgt daaruit 
de vergelijking : 

112? + 50 + 49 Rn B SO. 
362 Hlleh6 zl oH2 t+3 
of na verdrijving der breuken : 
1124502449 == A (2745246) HB (a? +423) HC (4? +322) 
of 1122} 50z + 49 —= (A + B + C) x? + (5A + 4B+-30) z + 
+ (6A + 3B J- 20). 

Daar deze vergelijking identiek moet zijn, zoo moeten de 
coefficienten der gelijknamige machten van z aan elkander 
gelijk zijn; hierdoor verkrijgen wij de drie volgende verge- 
lijkingen : 

AHBHC=11, 5A H4B #3C = 50, 6A + 3B 20 = 49 
waaruit gevonden wordt A=5,B=7, C= —1; 
zoodat de drie gevraagde breuken zijn 
5 7 1 
AE Een 


Overeenstemmend is de oplossing van R‚ v. W‚ Pz. 
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1254. Twee reizigers A en B vertrekken op denzelfden tijd 
van twee plaatsen P en Q elkander tegemoet. Bij de 
ontmoeting blijkt, dat A 30 KM. meer heeft afgelegd 
dan B, en dat, zoo zij met dezelfde snelheid voort- 
gaan, A te Q in 4 en B te P in 9 dagen zal aanko- 
men. Hoever ligt P van Q, en wat is de snelheid 
van A en B? 

(Ex. Wisk. L. O. 1880.) 
Oplossing. 

Uit de opgave kan ik niet met zekerheid opmaken, na welk 
tijdstip, die 4 en 9 dagen bedoeld zijn: na het vertrek of na 
de ontmoeting. 

Is de meening na het vertrek, dan is de berekening aldus: 


In 1 dag legt A 7 en B 5 v. d. weg af. 
In 1 dag leggen A en B samen se weg af, dus den heelen 
za 
weg in 25 dag. 
A legt 30 KM, meer af in B dag. 


5 
dus „ ” 10e » ” ” ne ” 


Maar A legt Den E van den weg meer af in 1 dag 


dus Ee afstand van P tot Q is 106 KM, 
dus de afstand van P tot Q is 78 KM. 


A legt in 1 dag af E weg = 195 KM. 
1 2 


B „nt » ng» = 85 » 

Is de meening na de ontmoeting, dan kan men aldus 
redeneeren. Stel zij hadden voor de ontmoeting # dagen ge- 
loopen, dan doet A 4 dagen over een weg, waarvoor B z 
dagen gebruikt, dus snelheid A:B=r:4, ) 

Maar B gebruikt 9 dagen over een weg, waarover A « 
dagen gebruikt, dus snelheid A:B—=9:z 

en dus z:4—=9:#, waaruit # = 6. 
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Na de ontmoeting loopt A nog 4 dagen, dus den heelen 
weg in 10 dagen. Vóór de ontmoeting loopt hij 30 KM. 
meer dan na de ontmoeting, dan kan hij in 6d. —4d. —= 2 
dagen 30 KM. loopen, d. i, in 10 dagen 150 KM., P ligt 
dus 150 KM. van Q 

De snelheid van A is 150 KM. : 10 = 15 KM. per dag. 

B legt in 6 dagen 30 KM. minder, dus in 1 dag 5 KM. 
minder af; de snelheid van B is 15 —5 —= 10 KM. per dag. 

dS: 
Tweede oplossing. 

Stel, dat A en B vóór de ontmoeting rz dagen gereisd en 
respectievelijk „ KM. en z KM. per dag afgelegd hebben, dan 
heeft A bij de ontmoeting zy en B zz KM. afgelegd, terwijl 
ze daarna nog 4y en 9z KM, doen. Wijl elk na de ontmoe- 
ting aflegt, wat de andere reeds gedaan heeft, krijgen we 


vz= dy 
en Ty — 92 
dus viyz—=30yz, 
waaruit MARCELO 


De negatieve wortel moet evenwel worden verwaarloosd, 
zoodat we vinden: # = 6. 

We hebben nu zy = 92 == 6y. 

Bij de ontmoeting heeft A 30 KM. meer afgelegd dan B, 
dus is Ty — 22 == 30 

of Cy — bz == 30 
of 92 —62—= 30, en 2 == !0. 

We vinden nu gemakkelijk, dat / —= 15 is. 

A doet dus per dag 15 KM. en B 10 KM., terwijl de af- 
stand tusschen P en Q (6X15 +6 XxX 10) KM. of 150 KM. 
bedraagt. 

Opmerking. Indien A in 4 en B in 9 dagen den geheelen 


weg aflegt, dan doet de eerste per dag 19, KM. en de tweede _ 


8 KM. De lengte van den weg is dan 78 KM. 


R. v. W. Pz. 
1255. Bereken x en y als: #? +yvay=4- 36, 
en ye davay=9 206, 


(Ex. Wisk. L. 0.) 
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Oplossing. 


ard yway=436 en py? Hrvay=9 Ab. 
et dyvey_ veler dyly) VL 43/6 
here vylyvyteve) —vy 96 
_(4 4-36)" _ 70 F4 6 
(9 +246): 105 + 105 J- 36/6 7 
Stel nu En dan is y = 32. 
De vergelijking 2° +y\vuy=4J 36 wordt dan 
Az? +32? yv6=4 36, 
waaruit 2? = 


en A U 
Derhalve z =2 en yY=3 of rz =—2 en y=—d. 
Beido stellen waarden voldoen. 
(Dat z=— 2 en y= — 3 voldoet, blijkt aldus: 


ai yvry 436 
A34 BV 2X3X(—1)? =4 + 3116.) 
v, D. War & VERBORGH. 


1256. Ontwikkel en breng tot de eenvoudigste gedaante : 


EHD vl zn (ivarteo)). 
(Ex. Wisk. L. 0.) 
Oplossing. 


de hs v|- : p 124673)| | Ë 
5 [— EB (3-13) + v | LBH 3) ä 
== |— 5 B (3-13) + ze B 3) vv — 3) | 8 
Een [5e ema q ei 
5843). 3) 

—Â GHB). (3 BHB) 


1 
RE (3-13) X-8=3d-vs, J. WiITTEVEEN. 
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1257, Bereken de waarde van: VS (O,00143176)3 4220. 
(Ex. Wisk. L. O.) 


Oplossing. 
1 
Stel z= 1’ (0,00143176)4226 dan is 
34226 34226 
34226 
dus —logz = Bapi5 0441298 


en log (—log x) = log 34226 + log 2,8441298 — log 34215 
== 45343561 + 0,4539494 — 4 5342165 == 0,4540860 


derh — logs = 2,845!-447 
en log # = — 2,8450447 = 0,1549553 — 3 
z == 0,00142875. y.D. War & VerBoran. 


1258. Bereken z als: 
log 2 log 2 
(a2)id — bakt +5 =0. 


(Grondtal log.stelsel —= 10.) 
(Ex. Wisk. L. O0.) 


Oplossing. 
Als 10 het grondtal van het gebruikte log.stelsel is, is 


1ol°g in 2, en kan men voor de gegeven vergelijking schrijven 
(w°)t — 6? H5=0, 


of (22 —5)(et —1)=0, 
dus emd ed 
waaruit #, =D, 2, == —vb, #,=l en #, = — 1. 


R. v. W. Pz. 


1259. A en B leggen samen f 5475 in om daarmede handel 
te drijven. A legt zijn geld 9 mnd., B het zijne 6 
mnd. in den handel. Als ze 20 °/, ’s jaars winnen en 
na den handel f 6135 aan kap. en intr. hebben , hoe- 
veel heeft dan ieder ingelegd ? 

(Toel.ex. Mil. Sch. Haarlem en Delft.) Rek. 
Oplossing. 
In 6 mnd. groeit de som hunner kap. aan tot 
f 5415 + f 541,50 = f 6022,50. 
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Het kap. van A brengt derhalve in 3 maanden 
f 6135 — f 6022,50 = f 112,50 


op, dit is 5°/, of De van zijn kap. A heeft dus 20 X f 112,50 


= (2250 ingelegd en B f5475 — f 2250 — f 3225. 
R. v. W. Pz. 


Tweede oplossing. 


Het kapitaal groeit aan van f 547ó tot f 6135; de winst 
bedraagt dus f 6135 — f 5475 = f 660. 


A wint per jaar 20°, dus in 9 mnd. 5 x20 SD 


en B. wint ook 20°/, per jaar dus in 6 mnd. 10 °/, 
Dus is 15°/, van A’s kapitaal en 10 °/, van B's kapitaal 


samen f 660 en dus 150 °/, van A’s kapitaal of 5 X A's kap. 
en B's kapitaal — 10 xf660 == f6600. Nu i° A's kapitaal 


+} B's kapitaal samen f 5475, dus is 5 X A's kapitaal 


f 6600 —f5475 =f 1125. A heeft dus 2x f1125 == f 2250 
en derhalve B 5475 — f 2250 — f 3225. 
v. D. War & VerBorea; J. WirrEveeN. 


1260. In een bak, lang 28 M., breed 12,5 dM. en diep 
12 cM. (binnenwerks) gedeeltelijk gevuld met water, 
wordt een stuk lood van 5700 KG. neergelaten tot op 
den bodem, waardoor 374 L. water wegvloeit. Hoe 
hoog stond het aanvankelijk in den bak, als het S. G. 
lood = 11,4 is, 

(Toel.ex. Mil. Sch. Haarlem en Delft) 


Oplossing. 


Het stuk lood heeft een inhoud van 
(5700: 11,4) x 1 dM3 = 500 dM*. 

Daar er 3/4 L, water uit den bak wegvloeit, was deze op 
500 dM? — 374 dM? of 126 dM? na vol. Het water stond. 
dus 126: (28 x 12,5) x 1 dM. of 0,36 dM. beneden den boven- 
rand, dus 7,2 dM, — 0,36 dM, — 6,84 dM. hoog in den bak. 

R. v. W‚ Pz. 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


330, Elk getal, dat een gemeene deeler is van de som en 
het K,G. V. van twee getallen, is ook deelbaar op elk 
dier getallen, Bewijs dit. (Van een ex. v.d, hoofdacte.) 

A + B. 
Oplossing. 

Een getal, dat noch op a, noch op & deelbaar is, kan deel- 
baar zijn op de som, maar dan niet op het K.G. V.; is dus 
geen gemeene deeler van de som en het K.G. V. 

Laat de G.G.D. der 2 get. zijn d, en zij a=pd, b=gqd, 
zoo is het K‚G. V. = pgd. 

De som der getallen is (p J- q) d. 

Hierin zijn p en q onderling ondeelbaar. 

Stel een getal E‚ noch deelbaar op a, noch op b, maar 
wel op de som (p + q) d. 

Niet alle ondeelbare factoren van dit getal komen in d voor, 
want anders zou E op beide getallen deelbaar zijn. Eenige 
dier factoren van r komen dus in p+-q voor. Zij « zulk een 
factor. Deze factor s komt noch in p voor (want dan zou hij 
niet in Q mogen voorkomen, daar p en q onderling ondeel- 
baar zijn) noch in q (om dezelfde reden), noch in p en q 
tegelijk (want p en q zijn onderling ondeelbaar). 

Daar hij noch in p noch in q voorkomt, komt hij ook niet 
in pg voor en ook niet in d, dus ook niet in pgd, d.i, in 
t kleinste gemeene veelvoud. Het getal E,‚ dat een factor 
bevat, die niet in pgd voorkomt, is dus geen deeler van 
EK GV. J. Murper. 


834. Iemand knipt twee congruente rechthoeken uit een stuk 
papier. De eene wordt in de lengte, de andere in de 
breedte in vier gelijke deelen gevouwen en vervolgens 
knipt hij van beide een vierde deel af. Is het nu mo-= 
gelijk van één dezer rechthoeken een stuk zoodanig af 
te knippen en datzelfde stuk er bij te plakken, dat de 
rechthoeken weer congruent zijn? J.H. B, Corper, 
Oplossing. 

Ja, en wel op een eenvoudige manier, 
De Vriend der Wiskunde. XL, iá 
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| Laten b.v. de recht- 
a | hoeken ABCD en EFGH 
| de overgebleven stukken 

BENE | zijn, waarin de stippel- 
| lijnen de vouwen aan- 


ë wijzen, dan weten we, 
| | 1 
| 








dat EF = la AB en 


| AB =1; EH is. 
Vouwen we nu recht- 
hoek ABCD in de breedte 
in 3 gelijke rechthoeken en knippen we hem vervolgens langs de 


lijn IKLMNO in twee stukken, dan is gemakkelijk in te zien, 
dat DI=EH, BO = GF, DC + NO == HG en AB + IK = EF 


zal zijn, omdat Al — KL — MN = OC — BC en IK —= LM 








ol 


— NO =; AB is. Hieruit volgt, dat we die beide deelen 


zóó op rechthoek EFGH kunnen leggen, dat ID met EH en 
BO met FG samenvalt, terwijl verder die stukken aan elkaar 
zullen sluiten en derhalve rechthoek EFGH volkomen zullen 
bedekken, m, a w. een rechthoek vormen, die congruent is 
met EFGH, R. v. W. Pz, 


Iets over Verhoudingen en Evenredigheden. 


Bepalingen: „Het quotient van twee getallen noemt men 
ook wel hun verhouding. Het deeltal noemt men den eersten 
term van de verhouding en den deeler den tweeden term van 
de verhouding.” 

„Men zegt, dat vier getallen evenredig zijn, als de ver- 
houding van het eerste tot het tweede gelijk is aan de ver- 
houding van het derde tot het vierde.” 

„Den vorm, dien men verkrijgt als men twee gelijke ver- 
houdingen of redens door het teeken — verbindt, noemt men 
een evenredigheid,’ | 

J. VersLuys, Leerboek der Rekenkunde, 1, 9e druk, 
S 218 en S 222. 
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Bepalingen: Het quotient van twee getallen levert, wan- 
neer het vermenigvuldigd wordt met den deeler, het deeltal 
op. Is de vermenigvuldiger een veelvoud van den deeler, dan 
is het ontstane product een veelvoud van het deeltal. 

Gegeven: 18:3 =24:4. 

(18:3) Xx (3 X 4) = 18 X 4, 
(24: 4) X (4 X 3) = 24 X 3. 

Twee producten zijn gelijk, wanneer hunne factoren gelijk 

zijn. Hieruit volgt: 
(18:3) Xx (3X4) =(24:4) X (4 X3), 
dus ook 18 xX4=24Xx3. Of in woorden 

Eigenschap. Jn een evenredigheid is het product der 
uiterste termen gelijk aan het product der middelste. 

Deze eigenschap heet de hoofdeigenschap der even- 
redigheden. 

Bepalingen: Een product van twee getallen levert, wan=- 
neer het door den vermenigvuldiger gedeeld wordt, het deel- 
tal op. Is de deeler een veelvoud van den vermenigvuldiger, 
dan is het quotient het gelijknamige deel van het vermenig= 
vuldigtal. 

Gegeven: 18X4=24X53. 


(18 x 4) : 4 Ees, 
(18 X 4): (4 X 3) =18:3. 
(24 X 3) :3 == 24, 


(24 Xx 3):(3 X 4) =24:4. 
Twee quotienten zijn gelijk, wanneer hun deeltallen en 
deelers gelijk zijn. Hieruit volgt: 
(18 Xx 4): (4 X 3) = (24 X 3): (3 X 4), 

dus ook 18:3=24:4. Of in woorden 

Eigenschap. Als naast elkaar geschreven worden vier 
getallen, die zóó gekozen zijn, dat het product van het eerste 
en vierde gelijk is aan het product van het tweede en derde 
getal, dan vormen de getallen in de volgorde, waarin ze ge- 
schreven zijn, de termen eener evenredigheid, (Versuuys, S 224.) 

Bepalingen: Het quotient wijst aan, hoeveel malen de 
deeler van het deeltal kan worden afgenomen. Voegt men 
den deeler bij het deeltal, dan zal de eerste één keer meer 
van het deeltal kunnen worden afgenomen, 
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De gelijkheid tusschen twee getallen blijft bestaan, wanneer 
beide met hetzelfde getal worden vermeerderd, 
Deze redeneering geldt ook voor het geval, waarin het 
deeltal met den deeler verminderd wordt. 
Gegeven: 18:3 =24: 4, 
(18 +3):3 =(18:3) +1. 
(24 4-4): 4 =(24:4) +1. 
(18:3) +1=(24:4) +1. 
dus ook (18 43): 3 =(24 +4): 4, 
Aan den eisch voor de hoofdeigenschap blijft voldaan door 
de middelste termen te verwisselen, Derhalve 
(18 4-3): (24 +4) =3:4. Of in woorden 
In elke evenredigheid staat de som der termen van de eerste 
reden tot de som der termen van de tweede reden, als de 


tweede term tot den vierden. (VersLuys, S 232.) 
Jaa: 


Verslag der Examen-Commissie voor Wiskunde L. O. 1895. 


L. O. art. 65. Wiskunde. Omtrent het examen in stel- 
kunde kan worden opgemerkt, dat vele kandidaten zich beter 
hadden toegelegd op de theorie, zoodat de uitslag van het 
mondeling onderzoek over het algemeen niet zoo ongunstig 
afstak bij dien van het schriftelijk examen, als vroeger vaak 
het geval was. 

Het mondeling gedeelte van het examen in de planimetrie 
kan over het algemeen als voldoende beschouwd worden. Uit 
het schriftelijk gedeelte bleek echter, dat bij zeer vele kandi- 
daten de vaardigheid om vraagstukken op te lossen ontbrak. 

Betreffende de gonio- en trigonometrie kan dezelfde opmer- 
king gemaakt worden als het vorige jaar, namelijk dat de 
meeste kandidaten wel in staat waren met formules te werken, 
maar de bedrevenheid in het gebruik van een logarithmen- 
tafel zooveel te wenschen overliet, dat nog geen vierde ge- 
deelte van de kandidaten in staat was het eerste vraagstuk 
van het schriftelijk werk goed op te lossen. 

Wat de stereometrie aangaat, valt op te merken, dat bij 
het schriftelijk onderzoek bleek, dat een groot aantal kandi- 
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daten hun voorstellingsvermogen gebrekkig hadden ontwikkeld, 

doch het onvoldoende van het schriftelijk werd door de meeste 

kandidaten vergoed door het mondeling examen. 
(Staatscourant, no. 76 , 1896.) 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1261—1280. 


1261. Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn; 
de drie middelpunten der aangeschreven cirkels, Baer. 
Oplossing. 





Constructie. Bekend is, dat de binnen- en de buitenbissec- 
trices aan hetzelfde hoekpunt rechte hoeken maken. 

Verbindt men dus de drie gegeven middelpunten tot een 
driehoek, dan zijn de zijden daarvan de buitenbissectrices van 
den gevraagden driehoek. Laat men uit de hoekpunten van 
dezen driehoek de loodlijnen op de overstaande zijden vallen, 
dan zijn deze de binnenbissectrices en de voeten dezer lood- 
lijnen zijn de hoekpunten van den begeerden driehoek. 

N.B. Men weet, dat de middelpunten der aangeschreven 
cirkels op de binnenbissectrices der overstaande hoeken liggen, 
en dat deze lijnen elkander in het middelpunt van den inge- 
schreven cirkel snijden. Ecrr. 
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1262, Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
twee middelpunten van aangeschreven cirkels en het 
middelpunt yan den ingeschreven cirkel. Earr. 

Oplossing. 

Uit de opmerking, dat de binnen- en buitenbissectrices aan 
hetzelfde hoekpunt elkander rechthoekig snijden, volgt, dat 
twee der hoekpunten van den gevraagden driehoek op den 
omtrek van den cirkel liggen, waarvan de lijn tusschen de 
middelpunten van de aangeschreven cirkels de middellijn is. 
Daaruit volgt deze 

Constructie. Verbind de middelpunten M‚ en M, der beide 


aangeschreven cirkels; trek op die lijn als middellijn een hal- 
ven cirkel; trek nu de lijnen M_M' en MM (M’ middelpunt 


van den ingeschreven cirkel) en verleng die lijnen, tot zij den 
halven cirkel ontmoeten, dan zijn die ontmoetingspunten A en 
B reeds twee hoekpunten van den driehoek, | 

Trek nu de lijn AB en laat op het verlengde daarvan uit 
M, (of uit Mi) eene loodlijn ME of M‚G neder, dan is die 


loodlijn de straal van den cirkel M, (of M‚). Trek nu dien 
cirkel en uit A (of B) eene raaklijn daaraan, die de lijn MM, 


tusschen de uiteinden ontmoet, zoo is dat ontmoetingspunt het 
derde hoekpunt C van den gevraagden A ABC. EGER, 


1263. Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
twee middelpunten van aangeschreven cirkels en het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel. EGER. 


Oplossing. 
Wanneer wij deze figuur beschouwen, dan zijn gegeven de 
punten MM, M, en M. De loodlijn MD staat op het midden 
van AB, en verlengen wij die tot in P in de lijn M_M,, dan 


laat zich de plaats van P op de volgende wijze bepalen. 
Vooreerst is AB == de halve som der zijden — s, maar 

ook BG = s; hieruit volgt AG == BE, en daar AD —= BD, 

zoo is GD =ED. In het trapezium GEM M, ligt DP in het 
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midden tusschen en evenwijdig met de evenwijdige zijden; dus 
is P het middelpunt van den cirkel, die MM, tot middellijn heeft, 


Dewijl aan elk hoekpunt een binnen- en een buitenbissectrix 
elkander rechthoekig snijden, zoo zijn / M ‚AM, en / M‚BM, 


elk — 90°; de cirkel, die MM, tot middellijn heeft, gaat 
door de punten A en B; waardoor PM, Aes PM. 


Hieruit volgt: 1°. dat PD door het middelpunt gaat van 
den cirkel om A ABC. Maar 20, A M‚AP is gelijkbeenig ; 


dus LM,PA = 2R—-2/ M= 2R —2(2R —/ CMA)= 
2R— (SCH A) =2R— (CHA) =B, on daar do bee. 
nen van / M‚PA evenals de beenen van / B door de punten 


C en A gaan, ligt P ook op den omtrek van den cirkel om 
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A ABC. De cirkel om A ABC deelt dus MM, middendoor 


en evenzoo de beide andere buitenbissectrices. 

De cirkel om A ABC beschreven is dus de zoogenaamde 
negenpuntscirkel of de cirkel van Feuerbach. (Zie: VAN BREEN, 
Merkw. punten en linen in den vlakken A.) Uit dit alles 
ontstaat nu de volgende 

Constructie. Trek de lijn MM, trek daarop als middellijn 
een halven cirkel; verbind het middelpunt P met het gegeven 
middelpunt van den cirkel M om den gevraagden A getrok- 
ken, en trek met PM als straal (M als middelpunt) dien cirkel, 
dan zijn de twee snijpunten A en B dezer beide cirkels reeds 
twee hoekpunten van den gevraagden driehoek. 

Om het derde hoekpunt C te vinden, verlengt men , even- 
als in de vorige constructie, de lijn AB, laat uit M‚ of M‚ 
eene der loodlijnen MG of ME vallen, trek met een van beide 


den aangeschreven cirkel en uit het aangrenzende hoekpunt een 
raaklijn , die MM, in C ontmoet, dan is dit het derde hoek- 
punt C van den begeerden A ABC. Eeen. 


Tweede oplossing. 
Constructie. Zij M het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel en de punten M, en M‚ die van twee aangeschreven 


cirkels. 
Verbind M, met M ‚en M met het midden P van MM; 


beschrijf met MP als straal een cirkel, die MM, in P en C 
snijdt; construeer op MM, een cirkel, die cirkel M in A en 
B snijdt, verbind A met B en deze punten beide met C, 
dan is A ABC de gevraagde A. 

Bewijs. Dat A ABC een A is, die M tot middelpunt van 
den omgeschreven cirkel heeft, volgt onmiddellijk uit de con- 
structie We hebben dus alleen nog te bewijzen ‚dat M_ en 


M, de middelpunten zijn van twee aangeschreven cirkels van 


A ABC. 
Daartoe trekken we uit M,‚ en M 5 door B en A de lijnen 


MM, en M‚M, en vervolgens M A, MB, PA en PB. 
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{MPA staat als middelpuntshoek op bg MA, Op denzelfden 


boog staat /_M,BA als omtrekshoek ; dus /MjBA = 3 £ MPA. 


In cirkel M staan de // M‚PA en ABC op bg AC als 
omtrekshoeken. Ze zijn derhalve gelijk. Hieruit volgt 


1 1 
LM,BA = st M, PA ze L ABC. 
We hebben nu: / M, BA mi M‚BC en daar /_ M BM 100% 
is, leiden we hieruit af: / ABM, En MBC, zoodat MM, 


de buitenhoeken bij / ABC middendoor deelt. Evenzoo kun- 
nen we bewijzen: / M AB == /A MAC en /_ M CB ze Je M‚ CA. 

M‚ en M, 
schreven cirkels van A ABC. 

Discussie. 1. Onze constructie berust op de stellingen : 

a. De omgeschreven cirkel van een driehoek gaat door het 
midden der zijden van den driehoek, die de middelpunten der 
aangeschreven cirkels tot hoekpunten heeft. 

b. Elke driehoek is de hoogtedriehoek van den driehoek, 
gevormd door de verbindingslijnen van de middelpunten der 


aangeschreven cirkels. 
2. De constructie is onmogelijk, als de drie gegeven punten 


zijn derhalve de twee middelpunten der aange- 


in één rechte lijn liggen. Evenzoo, als men heeft MP 7 de 
helft van PM ; in dat geval zal cirkel M den halven cirkel 
op MM, niet snijden. 

3. De punten P en C vallen samen, als MP L MM, staat. 
MM, is dan een raaklijn aan cirkel M‚ en de gevraagde 


driehoek zal gelijkbeenig zijn, omdat PA en PB beide stralen 
zijn in den cirkel op M_M‚. In dit geval is derhalve A APB 


de gevraagde A. R. v. W. Pz. 


1264. Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn: 
het middelpunt van den ingeschreven, dat van den om- 
geschreven cirkel en het middelpunt van een der aan- 
geschreven cirkels. Beer. 
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Oplossing. 
Laat gegeven zijn M' als middelpunt van den ingeschreven 
cirkel, M als middelpunt van den omgeschreven cirkel en M‚_ 


als middelpunt van een der aangeschreven cirkels. 
Trek de lijn MM, en deel die middendoor, dan weten wij, 


dat dit midden een punt is op den omtrek van den omge- 
schreven cirkel; en daar het middelpunt van dien cirkel be- 
kend is, is ook de straal bekend, waardoor de geheele cirkel 
kan geconstrueerd worden. 

Dewijl de binnen- en de buitenbissectrix aan hetzelfde hoek- 
punt elkander rechthoekig snijden , zoo liggen de hoekpunten 
CQ en B op den omtrek van den cirkel, waarvan MM, de 


middellijn is. Trek daarom op MM, als middellijn een cirkel, 


dan zullen de twee plaatsen B en C, alwaar deze den omge- 
schreven cirkel snijdt, twee hoekpunten van den gevraagden 
driehoek zijn. Verleng eindelijk MM, tot zij den omgeschre- 
ven cirkel voor de tweede maal ontmoet; dan is dit het derde 
hoekpunt A. | 

De eenvoudige bewerking is dus deze: 

1. Trek om MM, als middellijn een cirkel ; 

2. Verbind M met het middelpunt O, en trek met MO als 
straal een cirkel; de twee snijpunten dezer cirkels zijn twee 
hoekpunten van den gevraagden A ; 

3. Verleng MM tot zij den cirkel om M weder ontmoet , 
dan is dat het derde hoekpunt van den driehoek. 

N.B. Hieruit blijkt, dat slechts één driehoek te vinden is. 


Neemt men MO { ; MM, dan is het vraagstuk onmogelijk. 
Ecer. 


1265. Een driehoek te construeeren, als daarvan gegeven zijn : 
een hoekpunt van den driehoek en de middelpunten van 
de in- en omgeschreven cirkels. EGER. 

Oplossing. 
Laat gegeven zijn de punten A, M' en M, 
De lijn MA is de straal van den omgeschreven cirkel, die 

geconstrueerd kan worden. Trekt men nu eene lijn van A 
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door M'’ en meet men den afstand van M' tot aan het ont- 
moetingspunt O met den omgeschreven cirkel nog eens op die 
lijn af, zoodat OM, == MO, dan is dit punt M‚ het middel- 


punt van den aangeschreven cirkel. 

Volgt men nu wat onder 1261 en 1262 in de vorige con- 
structie gezegd is, dan worden daardoor de beide hoekpunten 
B en C aangewezen. 

Opmerking. Uit de hier behandelde vijf werkstukken zal 
men licht ontdekken, hoe in de andere mogelijke gevallen ge- 
handeld moet worden, bijv. indien behalve een hoekpunt van 
den driehoek het middelpunt van een der aangeschreven cirkels 
ook het middelpunt M' van den ingeschreven, of M van den 
omgeschreven cirkel gegeven is. EerR. 

Anders, 

Bekend is van A ABC: het hoekpunt A, het middelpunt 
M' van den ingeschreven cirkel en het middelpunt M van den 
omgeschreven cirkel. AM stelt den straal R van den omg. 
cirkel voor. De afstand MM' = 1” (R? — 2rR). 

(Zie: VersLuys, Handboek der Meetkunde, IV $ 78, of 


DE Leeuw, $ 94.) Hierin stelt r den straal van den inge- 
zn a 
schreven cirkel voor. Uit de formule volgt r == En 


We hebben dus de volgende 
AM? — MM? 


Constructie : lijn » = —_or —. Be- 
onstructie: Construeer eene lijn ZM e 


schrijf uit M' met r als straal een cirkel. Trek uit A raak- 
lijnen aan dien cirkel. Laat uit M de loodlijnen MD en ME 
op die raaklijnen neer. Verleng AD met DB —= AD en AE 
met EC —= AB, A ABC is dan de gevraagde A. 
B. A. TimMer. 
Tweede oplossing. 

Analyse. Wanneer A ABC de gevraagde A isen we laten 
uit het middelpunt O van den omgeschreven cirkel de lood- 
lijnen respectievelijk op de zijden AC, BC en AB neer, ver- 
lengen die loodlijnen tot zij den cirkelomtrek in D,E en F 
ontmoeten en we verbinden D, Een F met I, dan zijn de punten 
D, E en F' respectievelijk de middens der bogen AC, CB en AB. 


L DCI 7bg DF, 
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L DIG — bg FB + 3 bg DC, 


—EbgAF 4 bg AD = bg DF = / DOL, 


dus is A DCI gelijkbeenig, dus DC = DI. 

Eveneens bewijst men DI — DA; dit nu leidt ons tot de 
volgende 

Constructie. Verbind B met O en I, en O met Is; beschrijf 
uit O met OB als straal eenen cirkel, dan is dat de omge- 
schreven cirkel van A ABC. Verleng vervolgens BI tot ze 
in D dien cirkelomtrek snijdt en beschrijf uit D met DI tot 
straal een cirkel, dan zijn de snijpunten ervan met cirkel O 
de 2 andere hoekpunten van den gevraagden driehoek. 

Bewijs. Daar DI= DC is, is / DIC = Z DCI of 


bg DO +5 bg BF — jb5 AD +5 bg AF, 


waaruit volgt: bg BF — bg AF, dus staat OF loodrecht op het 

midden van AB. Daar de koorden AD en DC gelijk zijn, 

zoo is bg AD =bgDC en dus OD 1 op het midden van DC. 
Daar DA =DI is, is / DAI == / DIA of 


Eg DC + Fhg CE = ;hg AD 4 3 bj BE, 


waaruit volgt: bg BE —= bg CE. OE deelt dus BC rechthoekig 
middendoor en dus is O het middelpunt van den omgeschr. cirkel. 
Daar de punten D, E en F de middens der bogen AC, 
BC en AB zijn, deelen de lijnen AE, BD en CF de hoeken 
A, B en C middendoor en dus is I het middelpunt van den 
ingeschr. cirkel. J. WrirreveeN. 


1266. Construeer een driehoek, als gegeven zijn de basis, de 
tophoek en de zwaartelijn op de basis. 
(KNaPPEr, 441.) Nijnorr & SiBBLES. 
Oplossing. 

Analyse. 1°. Zij A ABC de gevraagde. 

Hierom construeeren wij den cirkel M, In 

dezen cirkel is AB een koorde. De top- 

hoek is gelijk aan den halven boog AB, 
die niet aan denzelfden kant als C ligt, 
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20. Met de gegevens: basis en tophoek is het mogelijk , 
den cirkel M te construeeren en daarin eene koorde AB. 
Nemen (wij nu de zwaartelijn CD. Eén punt heeft zij met 
AB gemeen, nl. het midden D. Het andere einde ligt op 
den omtrek van den cirkel. Als wij dus CD als straal nemen 
en uit D als middelpunt een cirkel beschrijven, vinden wij 
het punt C, Omdat deze cirkel den eersten ook snijdt in C,, 
zal A ABC, ook voldoen. 

30. We hebben dus te construeeren : 

1. Een rechte AB en het midden D daarvan. 

2. Een / BAE gelijk aan den geg. top/, C. In A richten 
wij eene loodlijn AM op, die de loodlijn DM in M snijdt, 
M is nu het middelpunt des omgeschreven cirkels. Deze 
cirkel is de meetk, plaats der punten, waaruit men AB 
ziet onder een hoek — geg. tophoek. 

3. Een ecirkelomtrek uit D met een straal CD. 

40. AABC is nude gevraagde A. Immers AB — geg. basis; 
ZL ACB = geg. tophoek, terwijl CD uit den top naar het 
midden der basis gaat en — geg. zwaartelijn is. 

50, Bespreking. De constructie (1) is altijd mogelijk. 

De geg. hoek moet kleiner zijn dan 2R, dus 

18 CAR, 20070G DIR MO ARO AE 

Geval 1. /C == 1R. a. Dan is AB middellijn en CD == straal. 
De beide cirkels (constructies 2 en 3) vallen samen. Het 
werkstuk is nu onbepaald; elke A in den halven cirkel vol- 


doet. b. CD / TAB, geeft geen snijpunt, zoodat het werk- 


stuk dan onmogelijk wordt. | 

Geval 2. LZOCDIR, M en C liggen aan verschillende kan- 
ten van AB. | | 

a. Als CD gelijk is aan de pijl C, D, heeft de cirkel (constr. 3) 
1 punt met den omgeschreven cirkel gemeen, het punt C,„ 
Er is dus een A , die voldoet: de gelijkbeenige A ABC, 

b. Als CD < C,D, is er geen snij- of raakpunt en dus 
geen A. | 

c. Is CD == BD, dan zullen de beide cirkels elkaar in A 
en B snijden, waardoor geen A ontstaan kan, 

d. Is CD ) BD, dan kan het zijn, dat de twee cirkels 
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elkaar snijden of raken (wanneer?), terwijl toch geen drie- 
hoek ontstaat. (Waarom niet ?) 

Hieruit is reeds gebleken, dat CD niet kleiner mag zijn 
dan C,D en kleiner moet blijven dan BD. Tusschen deze 
waarden is nog de mogelijkheid : 

e. CD > C,D en CD { BD. Nu snijden de twee cirkels 
elkaar in C en C,, waaruit volgt, dat er twee AA ABC en 
ABC, zijn, die voldoen. | 

Geval 3. LC (AR. Men C liggen aan denzelfden kant van AB. 

a. CD—=C,D geeft 1 gelijkbeenigen A. 

b. CD > C,D geeft geen A. 

c. CD—=BD geeft geen A. 

d. CD < BD geeft geen A. 

Hier zijn dus de grenzen aldus: 

CD < CD en CD > BD. 


e. CD {C,D en CD ) BD. Twee snijpunten, dus twee A A. 
Nijnorr & SIBBLES. 


1267. Een gegeven driehoek door eene rechte te verdeelen in 
twee deelen, wier inhouden en omtrekken gelijk zijn. 
(Krarper, 790.) 

Oplossing. 

Analyse. Laat in A ABC DE de ver- 
langde lijn zijn, dan heeft men na A met 
het midden M van BC, A met D en E 
met M verbonden te hebben 


N BDE —5 A ABC—= A ABM 


of ABEM 4-A DEM = ABEM + AAEM 

dus A DEM —= A AEM. 
Daar deze beide A A één zijde (EM) gemeen hebben, heb- 
ben ze ook dezelfde hoogte (op EM), waaruit weder volgt 


EM // AD. 

Verder heeft men BD +} BE + DE = DC + AC + AE + DE 
waaruit AE = BD — CD + BE — AC | 
of 2AE— 2MD +} BE + AE — AC 


of BAE == _ 2MD + AB — AC 
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li AE = MD ke (AB — AQ). 


Boven zagen we reeds, dat EM // AD is, dus heeft men 
AABDm A EBM, waaruit volgt 
AB: EB — DB : MB 
(AB — — EB): (DB — — MB) = AB: DB 


of AE É DM — AB: DB. 
Zij nu BO—=a, AC=b, AB =c en MD =e, dan is 
Alzetge 5d en DB= zate. 
De laatste nn wordt dan 
(ete Eb)reze: (Gete). 
Hieruit vindt men 
nt ba en 


of at (je — Ee je re —jabtjac=0, 


er 


e=jbtje het vl G zb je pd a) Fez eel 
— mine te Ee sb de B 
of rm ib ge le Geribrie) 5 ae. 


't Is nu de vraag, of de vorm onder het wortelteeken po- 
eN 1 1 Le Le 
sitief is, m.a.w. of (zetitt3e) ) gw is, 

Dit is alleen zeker, als a-niet grooter is dan b en c. 

We zullen onze stelling bewijzen. 

Zij b=atp (waarin p ook —= O kan zijn), dan is vol- 


gens eene bekende eigenschap c { 2a 4-p of c == 2a Jp —g, 
waarin q hoogstens — a Jp. 


2 
Zal nu VI Gezo ie) —à ae| reëel zijn, dan is 
het noodig en voldoende , 1 En se heeft : 
( a +3 bd i je) vd 5 « 


Oud > zo 
of (da H2p — 0)? ) Sa (Za Jp —g) 
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164? + 16ap — Bag + Ap? — 4Apg + q? > 164? + Bap — Bag 
Sap + 4p? +9? ) 4pg. 
Dit laatste is waar, want we hebben 
at-p > of = q, waarin g niet = 0 
4ap +4p? > of = 4pgq 
dus Bap + 4p? +9? ) 4pg. 
Dit is ook waar, als p =0 is, 


Is a grooter dan een Bet beide tE zijden, dan kan 


vlG a 4d Oe Atal on) 


zoowel imaginair als reëel zijn. Ea paar voorbeelden mogen 
volstaan, om dit aan te toonen. 

Zij a = 16, 5 = 12 en c= 20, dan vindt men voor (1) 
rv —16. Is daarentegen b.v. a = 44, b = 40 en c=48, 
dan is die vorm —= 1/33. 

In de tweede plaats dienen we te onderzoeken, of de waar- 
den van «& positief zijn (natuurlijk in de onderstelling dat a 
niet grooter zij dan 5 en c). 


Vooreerst weten we, dat b +c ie a of i ep +5 GET At is, 


waaruit weder volgt, dat d Di J 5 C— j positief is, 
Dit is dus ook het geval met de grootste waarde van z. 


Zal dit ook waar zijn van ú se moet 
1 
Bothe ze) Vlie tit +ae) —zeel 


of (b He — a)? SLT Oke 
of 4ac > 4ab 
of c >» b zijn. 
Uit de figuur blijkt eindelijk nog, dat MD of z niet grooter 


kan zijn dan MC of 5 @ Nu kan men inderdaad bewijzen, 


Vr, 
dat de kleinste waarde van z < zeis, aldus : 


c - b Ged 
hac — 4ab { _4a? 
bij (a? +b? Jc? —2ab—bacd-2be)— (a? +b?}e? —Zab—6acd2be) 


== () 
(ar bre? —2ab—2Zact2be)—(a? Jb? +0? J2ab—Oaec+2be)s ta* 
De Vriend der Wiskunde. XL. 15 
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of beat — (ab H0P — Bac (47 
en dede Vlees eeN 


Daar zb Ea C ee a reeds grooter kan zijn dan 5 zal 


de grootste waarde van « niet altijd kunnen voldoen. 
ET Neem op de grootste zijde AB == ec een stuk 


AF = # (AB — AC) en op de kleinste zijde BC = a een stuk 


BM = a. Verleng verder AF en BM beide met een stuk 
ER NT Den 


zE eas Vl (Ge +ä be e) —z ae} 


AE men nu D met E‚ dan zal DE de SAE n zijn. 
Om # te eonstrueeren , heeft men : 


Zoek een lijn , die middelevenredig is tusschen 5 aen c, dan is 


1 
he) _ 2 
ze =p 


el Ì 1 v | ( 1 1 }5 8 
en Gij et nen EO gg —p 
Met behulp van een rechthoekigen driehoek kan men een lijn 
Í ( 1 Á Las 
in \ 1% + i b + i c) — p? | construeeren en vervol- 


1 
gens © = Ebthe jet. 


Discussie. 1. Men kan een tweede lijn vinden, als 
1 1 1 le 
20 rd ln is. 
Dit zal b.v. het geval zijn, als de zijden van den gegeven 


driehoek resp. 1000, 1004 en 1008 zijn, 


Als AB He of OE md ng A an 
1 


ib tie jen zb ja 


n Vliet Hie) —5e / 
=V|(iet50) ie 
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dus r‚= (5 ba ) — (35 ja) = 0 


en MEDE EME, 
In dit geval zal dus de mediaan AM de gevraagde lijn zijn, 


daar in ’t algemeen b — : a) Da en dus niet te gebruiken is. 


Alleen als bovendien a =b of m.a.w. de gegeven A ge- 
liĳkzijdig is, is b — 5 a= za. 
We vinden dan twee lijnen , nl. de mediaan uit A op BC 
en die uit C op AB. Re vane 
Tweede oplossing. 

Zij A ABC de gegeven A. De gevraagde lijn zal den A 
verdeelen in een vierhoek en een driehoek. Deze A zal een 
hoekpunt gemeen hebben met A ABC. 

Onderstel, dat dit hoekpunt C is en dat DE de gevraagde 
lijn is. Zij ABE). AC =b en BO = 4. 

Stel CD == en OE=y, dan is: 

AE CDs maar A ABC =2 A CDE 
dus 2oy==ab. .… CE 
DE + CD + CE = AB LAD +EB DE 
edyz=etHb—ardta—g. 
Mady =atbhe, dus er Jy=s.. (2) 
Uit de verg. (1) en (2) moeten nu # en y opgelost worden. 
ar Jay Jy? =8* 
Azy = ab - 


m3 — ay Jy? = 8? — 2ab 
VW 





n—_y=tr(s — Jab). 
aty=8 
y= (s* — 24b). 
Hieruit volgen de twee stellen waarden voor z en # 
s Jy (s* — 2ab) _s—v(s* — 2ab) 
À _8—V (s* — 2ab) he _ 8-1 (s* — 2ab) 
ln a kee 
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De voorwaarde voor mogelijkheid is, dat s? 5 2ab is (althans 


voorzoover punt C gemeenschappelijk hoekpunt is). Indien 
8? = 2ab wordt een gelijkbeenige A afgesneden (« = 4). 

De lijn DE zal alleen dan loopen, zooals in de figuur is 
aangegeven, indien zb en y {a is 


LN ed 


s+1’(s? — 2ab) { 2b 
s? — ab {4D Js? — 4b8 


—a {2b—2s 
2(s—b) <a 
ate—b{a 
dus Gh, 


ggn 
Indien nu ook c {a is, dan zal ook en {a 


d | 
zijn, dus des te meer tl AOS (dus y) { a. 

Het eerste stel waarden voldoet dus, indien c {bene {ais. 

Door eenvoudige omzetting vindt men; dat het tweede stel 
voldoet, indien c {a en c {5 is. 

Is c {a en c {b dan voldoen beide waarden. 

Is c {a en c)b dan voldoet alleen het tweede stel. 

Is ve ban Sen CX Dame e „ eerste ,„ 

Ischaenchb „ N geen der beide stellen. 

Behalve het hoekpunt C kunnen wij ook A en ook B als 
gemeenschappelijk hoekpunt nemen. De stukken, die door die 
deellijnen worden afgesneden, kunnen uitgedrukt worden door 
formules , die analoog zijn met de voorgaande en wel 

| zz=stEr (e* — 2ac) 





bij punt B En Gen 
, v=stEr (s? — 25e) 
BUD | Ws (s° — 2e) | 


Reeds is opgemerkt, als voorwaarde dat in het eerste geval 


H ) 2ab moest zijn; ook in het tweede geval s? Ò 2ac en 


in het laatste geval: s? L. 2be, 
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Er zal nu aangetoond worden, dat, indien wij C niet als 
gemeenschappelijk hoekpunt kunnen nemen, dit met A. en B 
wel het geval is. M. a. w. indien s° { 2ab is, moet bijv. 
s? > 2ac zijn. 


Ondersteld is: 8° { 2ab. 

Neem nu eens aan s3 (2ac opt. 
dan was 28% { 2ab + Zac 
dus As? { 4ab + 4ac 
of (25)? {4ab + 4ac 


(a J- be)? { 4ab + 4ac 
ar db? He? + 2ab HJ 2ae + 2be { tab J 4ac 
ar Hb? — 2ab Je? — Zac + 2be < 0 
(b H-c — a)? { 0. 
Het eerste lid is echter een vierkant, dus positief, bijge- 
volg moet ook s° ) 2ac zijn. 
Vatten wij nu alles te zamen en nemen wij aan, dat ge- 
geven is A ABC, waarin c {4 <4. 
Hoekpunt C gemeenschappelijk 
Dt 2 dus 2 deellijnen mogelijk. 
Hoekpunt B gemeenschappelijk. 
n 95 dus 1 deellijn. 
Hoekpunt A. 


a) b 5 
En | dus geen deellijn. 
Daar a en b de grootste lijnen zijn, kan alleen gevraagd 


worden naar de voorwaarde s? =2ap, want: 


indien ge? > 2ab is, is des te meer s? ) Zac en s° ) 2hc 

en indien s? { 2ab is, dan is s? ) 2ac en ) 2bc (zie boven). 
In dus in de laatst aangenomen veronderstelling (nl. c { 4 < 4) 
s? > 2ab dan zijn er totaal 3 deellijnen , 

is s? (2ab dan is er slechts 1 deellijn. 
Er zijn dus steeds: òf 1 of 3 deellijnen P. BAKKER. 


1268, In een A ABC is een vierkant GHIK beschreven, 
zoodanig dat de zijde HI een deel is van BC, In den 
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A AGK is evenzoo een vierkant beschreven. Als men 
hiermee op dezelfde wijze voortgaat, vraagt men de 
limiet te bepalen van de som der oppervlakken dezer 
vierkanten. 


Oplossing. 

We berekenen in de eerste plaats de 
zijde van het ingeschreven vierkant in 
A ABC. 

De AA AGK en ABC hebben de 
hoeken gelijk en zijn bijgevolg o. Trekt 
men nu AD | BC, snijdende GK in O, 
dan heeft men ook AO ll GK. Hieruit 
leiden we af: AO:AD=GK: BC. 

Zij nu de zijde van het vierkant =&, BC =a en AD = h 
dan is AO = AD — OD —=h— ez en schrijft men voor boven- 
staande evenredigheid: (h—a):h=2z:a. 





Rn, ah 

Hieruit volgt: Aw Ee — ax; ar + he =ah, dus « = mak 
We zien derhalve, dat de zijde van het vierkant alleen af- 

hangt van de basis (BC) en de hoogte (AD) van den A ABC. 


Wordt nu in een A, met A ABC, BC „-maal zoo groot, 





dan wordt AD ook „-maal en daardoor ee dus ook 


ah 
ad h 
n-maal zoo groot. 

Daar GK de zijde is van het vierkant in A ABC en tevens 
de basis van A AGK, is het volgens bovenstaande redenee- 
ring mogelijk, de zijde LM van het vierkant in A AGK te 


berekenen. 
h 


We hebben nl. GK = Xx BC, dus LM = —_— X GK, 
a ap 
en Re volgt weer, dat de zijde van het vierkant in A ALM 
gelijk ze ee LM is, enz. 


We zien derhalve, dat we de zijde van een volgend vier- 
kant kunnen vinden, door die van het voorgaande met een 
standvastig getal te vermenigvuldigen. 

De zijden van al die vierkanten vormen dus een meetk, 
reeks; hun oppervlakken eveneens. Van deze laatste reeks is 
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a 2 
de eerste term zz (5) en de reden == (am) \ 
h 


Deze reden is { 1, omdat Ed Get is: 





We moeten dus de limiet bepalen van de som eener con- 
vergeerende meetkundige reeks. Volgens de bekende formule 


3 
vinden we hiervoor : zi) (|= 
Drukken we deze waarde uit in de zijden van A ABC, 
dan vinden we na behoorlijke herleiding : 
len 4 s(s—a)(s — b)(s —C) EN 
at2h at dAys(s—a)(s—b)(s—c) a? +40 
Hven Nen Ee Zer sen kEe 


1269. In het parallellogram ABCD neemt men een punt P 
aan en vereenigt dit met de vier hoekpunten. Zoo de 
diagonaal AC getrokken wordt, vraagt men te bewijzen, 
dat het verschil der AA APD en APB geliĳk is aan 
A APC. 

(Eindex. H. B.S. 1895.) 
Oplossing. 

Onderstelde: AB/[CD, AD//BC en P 
ligt binnen ABCD. | 

Gestelde: A APC == het verschil der 
AA APD en APB 

Bewijs: Trek BD, die AC in S snijdt, 
dan heeft men: AS—= CS en BS = DS. 

Trekken we nu ook PS, dan vinden we 
A APD = A ADS + A APS — A DPS 


__AAPB= A ABS — A APS — A BPS 
Dus ASAD ARB AAPS "A ARC Mgtend 
RS vi Wee Eze 


1270. Men heeft een vat in den vorm van een afgeknotten 
kegel, waarvan de afmetingen binnenwerks zijn : hoogte 
6 dM., straal van het grondvlak 12 dM en de straal 
van het bovenvlak 9 dM. Dit vat is tot op 1 dM. van 
den bovenrand gevuld met water, Men laat in het 
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vat een lichaam zinken\ dat de gedaante heeft van een 
bolsegment, waardoor het vat geheel gevuld wordt. 
Als de hoogte van het segment 3,25 dM. is, vraagt 
men den straal van den bol te berekenen , waaruit het 
segment gesneden is. 
(H. B. S. 1895.) 

Oplossing. 


Zij ADCB de doorsnede van den afgeknotten kegel; verleng 
AB en DC tot ze elkaar snijden in P, trek PF | AD en zij 
E het snijpunt van PF met BC, dan is AF = FD —= 12dM., 
BE =OCE==9dM., EF —=6 dM. 

Neem BEI=—=41dM en trek, GIH //AD dan stelt ADHG de 
doorsnede van het gevulde deel, en GHCB de doorsnede van 
het ongevulde deel van het vat voor. 

Uit de gelijkvormigheid van A PBE en A PAF volgt: 

BE: AF = PE: PF 
of 9: 12 =PE:(PE +6) 
waaruit : PE = 18 dM. 
Uit de gelijkvormigheid der A A PBE en PGI volgt: 
BEGISBESEL 


of 9:GI= 18:(18 J-1) waaruit GI= 93 dM. 


Van vat ABCD is het gedeelte AGHD met water gevuld. 
Men laat in het vat een lichaam zinken, dat den vorm heeft 
van een bolsegment, waardoor het vat geheel gevuld wordt. 

De inhoud van het bolsegment is derhalve gelijk aan den 
inhoud van den afgeknotten kegel GBCH. 

Inhoud afgeknotte kegel GBCH == 
= (92 4 95° H9X9,5) vh aM = DEAM 85 zr AM. 

Zij R de straal van den bol, waaruit het bolsegment ge- 
sneden is, dan is wanneer de hoogte van het bolsegment A 


is, de inhoud van het bolsegment = zr (SR — A). Daar 
Mies 8 dM is, is | 
1 169 


| Je 1 
inhoud bolsegment = BX Te X (3R — 3, ) dM, 
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— 5 
Bijgevolg : me EE X (or — 7 ZE, 
s _ 1027 5) 5 ee 
waaruit volgt: 3R — 3 Ri KEE An 
4 = 3 


Van per War & VerBorern; J. Witteveen ; Ca. BARNE- 
veLD; A. G.d.B; J.C. Murrers; R. v. W. Pz. 


Tweede oplossing. 

Om den straal te berekenen van den bol, waaruit het seg- 
ment gesneden is, dienen wij den inhoud van dit laatste lichaam 
te weten. Deze is gelijk aan den inhoud van het ongevulde 
gedeelte van het vat. Dit is een afgeknotte kegel, waarvan 
de hoogte 1 dM. is, de straal van het bovenvlak —= 9 dM. 


9 M= 93 aM. 


De inhoud van den afgekn. kegel en dus ook de inhoud 
van het segment is nu: 
1 (Er 





en de straal van het grondvlak = 9 + 


102 
I=3X1 +i8lr Xr 8e) =p 7 


Zij de koorde van het segment 2r, de hoogte h, dan isde 


inhoud eee en daar het is 


=S rit ne Se 7m, waaruit volgt #° = 5, 
Bee. nu AC == 2R de middellijn van den bol, AE = 4 de 
hoogte van het segment en ED = r de halve koorde van het 
segment, dan is: | 
DE* ere of r*— hX(2R —h) 
2359 


13\ 13 169 
of ED 7 (Rr don Lb: 
13 2359 507 2866 
duf De 45 48 
2 2866 1433 _ 29 
RS 15% AGE 2156 — d56 aM, B, A. TimMeER, 


Eenige inzenders hadden wel #2 of 7 berekend, doch 
daarna niet R,. 
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1271. In een bol is een straal getrokken en op het midden 
van dien straal is een vlak loodrecht geplaatst, dat 
den bol in 2 segmenten verdeelt. Men neemt het kleinste 
segment weg en vervangt het door een kegel, die 
hetzelfde grondvlak heeft als het segment. Op welken 
afstand van het midden des straals moet de top van 
den kegel geplaatst worden opdat het ronde oppervlak 
van het lichaam , gevormd door kegel en bolsegment , 
samen gelijk is aan het oppervlak van den gegeven bol ? 
(H.B.S. 1895.) 

Oplossing. 

Zal het oppervlak van het nieuwe lichaam gelijk zijn aan 
dat van den bol, dan moet hét ronde opp. van den kegel 
gelijk zijn aan het ronde opp. van het weggenomen segment. 

Noemen we den straal van den bol R,‚ dan is van dat seg: 


ment de hoogte == 5 R en dus het ronde opp. E Rx2r R= rk? 


’t Ronde opp. van den kegel is dus ook z R?. 
Van dezen kegel is de straal van 't grondvlak 


1 1 
Le EED Nm 8 
rv (R : R:) = 5 Ryvò, 
zoodat de omtrek van ’t grondvlak —= Rv/3 is, en het 


apothema == rond opp. : B omtrek van ’t grondvlak = 


1 9 
2 Ee ee 
=aR grkr3=gRkr8 


De hoogte van den kegel is dus 


Vine)’ (Erve) (jen 


= 0,7637 .…….R. W.C. R. 


1272. Bepaal 3 getallen, waarvan het eene middenevenredig 
is tusschen de beide andere, als hunne som 35 en de 
som hunner tweede machten 525 is. 

(H.B.S. 1895.) 
Oplossing. 
Gegeven : Ey tea tUL 
ztyd-e2=35... (II) 
er Hyt de? =325... (ID 
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Uit (II) volgt: 22 Hy? +2? + 2ay + 2y2 J- 22 —= 1225 
zr dy? 2e? = 525 

ay dye Jaz 350 

aydyedy = 350 

vla dye) == 350 


jiess 10 
sie 100 
ary? Jet ae Jaedet == 525 
y? a nz == 00 
zr Haze? = 625 
en mt —wzd-z? = 225 
dus etek, eem dt 15. 
We krijgen dus: „== 20 ge 40 a 5. 
== 5 HE) gn 20: 
r—=— Ì gi 10 z—=— 20. 
v—— 20 Dl 0 zm D. 
Waarvan echter de laatste 2 stellen nief voldoen aan verg. (II). 
J. B. BAKKER. 


Tweede oplossing. 


Uit de gegevens volgt, dat die drie getallen een meetkundige 
reeks vormen. We zullen die getallen aanduiden door a, ar 
en ar?. We hebben dus 


ad ar Jar? =35, en a? je a + a?rt =525, 








Lal =85(1), en a’ 525 (2 
ú r—l Ee en @). 
Uit (1) en (2) volgt: Re DAO dp 

kg | 

Hieruit en uit (1) vindt mon dra = 35: 15 =7:8 
rte ae HEET 

of rt rtierrd1)=1:8, 

dus 8r2 Je Br + 3 == Uri — Ir HT 

of Ar? — 10r +4=—=0, 

waaruit rt Vl ( et dus r, = 2 en n=b 


De gevonden waarden voor r in (Ll) overbrengende, vinden 
we a =5 of 4a— 20. De gevraagde getallen zijn derhalve 5, 
10 en 20 of omgekeerd Bevo EZ 
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1273. Een grootheid a wordt in twee deelen verdeeld, zoo- 
danig, dat de som der vierkanten van de deelen gelijk 
is aan tweemaal het verschil der vierkanten. Het grootste 
der verkregen deelen wordt weder op dezelfde wijze 
verdeeld, en zoo gaat men voort tot in het oneindige. 
Bepaal de som van al de grootste deelen, die men 
aldus verkregen heeft. 

Eindex. H.B.S. 1875. AG DA 
Oplossing. 
Laat van die twee deelen, die we v en y noemen, x het 
grootste zijn, dan heeft men : 
x-y=a(l) en #° Hy? = Ur? —y*) ... (2) 
Uit (2) volgt: ? = 34? en z=yv 3. (Omdat de som posi- 
tief moet zijn, vervalt het teeken —). 
Deze waarde van x substitueereun we in (1), waardoor we 
krijgen 


a 
yr yrv3=z=a, dus SE 


En AND vsa 
ei une B 
Hieruit blijkt, dat men ter verkrijging van het grootste 


deel de grootheid a met ee vermenigvuldigd. Met 


v zal men dus evenzoo moeten handelen, om het grootste deel 
te vinden, enz. Zoodoende krijgen we een meetk. reeks, die 


convergent is, omdat haar reden Ee is. Voor de 


limiet harer som vindt men dus 
33 ( Ek 2 
Tepe in ED ME 
v.D. WaL & VerBoren; J. Wirreveen ; P. Bakken; R. v. W. Pz. 
1274, Van de rekenk. reeks 5, 9, 13, 17 enz. de eerste 3 
opeenvolgende termen te vinden, die resp. door 3, 5 
en 7 deelbaar zijn. | 
Eindex, H.B.S. 1879. A. G. Do. B. 
Oplossing. ; 
(Rekenkundige oplossing.) Van de drie gevraagde termen 
weten we vooreerst, dat ze een rekenk, reeks vormen, waarvan 
het verschil 4 is, terwijl ze tevens resp. door 3, 5 en 7 


== Us 
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deelbaar moeten zijn. Daar nu 3, 5 en 7 met 2 opklimmen, 
zullen 6, 10 en 14 de kleinste getallen zijn, die aan deze 
voorwaarden voldoen, 

Maar elk der termen van de gegeven reeks is een 4-voud + Î, 
terwijl de getallen 6, 10 en 14 door 4 gedeeld, 2 tot rest 
geven. We moeten deze getallen dus vermeerderen met een 
G. V. van 3, 5 en 7, dat tevens een 4-voud + 3 is. 

Nu is het K.G. V. van 3, 5 en 7 = 105 == een 4-voud +1. 

Elk der getallen 6, 10 en 14 moet derhalve worden ver- 
meerderd met 3 X 105 —= 315. 

De gevraagde termen zijn alzoo: 321, 325 en 329. 

N. Driskema; R. v. W. Pz, 
Tweede oplossing. 

Daar van de gegeven reeks de eerste term een 4-voud +1 
en het verschil 4 is, zijn alle termen — een viervoud + 1. 

Zij nu de eerste der 3 gevraagde termen —= 4# +1, dan 
heeft men volgens opgave 4z + 1=38y ...(I) 

Aa d-5 =de... (2) 
An d-9=iu...(3) 

$ Is nu de vraag, welke geheele positieve waarden der on- 

bekenden aan bovenstaande vergelijkingen voldoen. 


Uit (1) volgt: yaar 


positief getal moet zijn. Dit getal — p stellende, vinden we 
r=—=3p—l. Brengen we deze waarde in (2) over, zoo krij- 
gen we | 12p + 1 == iz. 








… ®tl 
‚ waarin een geheel 


Hieruit vinden we: z == 2p + ef waarin weder 


2p +1 
5 


2p +1 en p=2g + ee, Nemen we verder 





==gq een geheel positief getal moet zijn. Nu is bg == 


hl! 
Zen 





% 


(geheel positief), dan krijgen we achtereenvolgens 


g= 2r +1 
p= brt 2 
z—=l2r + 5 
zr +5. 


Substitueeren we deze waarde van z in (3), dan wordt zij 
60r + 29 = Tu, 
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En 








. Stellen we el se dan 


is Ts —=4r +1 rn Ln 
== t een geheel positief getal zijn. We vinden nu gemakkelijk : 


waaruit: w = 81 + 4 + a 


Hierin moet weer 








s= dt 1 
r= It 2 
“== 1056 —25. 


Uit de laatste vergelijking blijkt, dat é minstens = +1 
moet genomen worden. We vinden dan x == 80, 4e +1 = 321, 
4x J- 5 —=325 en Ar +9 — 329. 

De drie gevraagde termen zijn dus 321, 325 en 329. 

AROD. Desk veen 


1275. Los z op uit de vergelijking : 


5.gietl__ 3,318. 
(H.B.S. 1894.) 
Ee 
5.3bet 139, 318 


kT en 


Vervangen we in deze vergelijking 3 door p, dan 





vinden we Sp. —p—18=0 
1E 14-360 1 2E19 4 
dus Dn OTO of — Iz. 


Daar een negatief getal geene macht van 3 kan zijn, heb- 
ben we alleen: 
zoe dd 5 | log 0,80103 == 0,47861 — 1 
1 log 0,47712 = 0,67863 — 1 
(2e+3 ) log 8 =log 2 log (3e 45 ) = 0,19998 — 1 
1 _ log 2 __0,30103 


aje je 1 
da Tg jog5 OAT Ba +5 = 7,63093 
3x = 0,13093 
x= 0,04364. 


B. A. Timmne: W.O: 
1276, Bereken de waarde van z in de volgende vergelijking: 
(w? — 6r + 12)? — (e — 3)? = 15. 
(H.B.S. 1892.) 
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Oplossing. 
(ve? — 6x J- 12)? — (w — 3)? = 15. 
(22 — 6x +9 J 3)? —(w —3)° = 15. 
Ve 3t H3f — (3) —= 15. 


le 32} HGe 3 HO (e— 3)? =15. 
le Hie 6 =O. 


eri V(T He) ijl of — 6. 


Wij krijgen derhalve: 
10, @—3)? =1 zl (vr —3}2 =—6 
(#3) =El vir d-I=—6 
Bed del vr —6r 15 =0 
Pr denm dl Ta == tr (0 15) 
m3 6 en v, =3 6. 
J, WiITTEVEEN. 
1277. De jaren van 7 personen vormen eene rekenkundige 
reeks. Als de oudste 30 jaren telt en het derde deel 
van het product van de jaren der beide jongsten 48 
minder is dan de som der jaren van allen vraagt men 
hoe oud ieder is ? 
(H. B.S. 1892.) 
Oplossing. 
Stellen we de reden dier reeks voor door v dan is die reeks 
30; 30 —v; 30 — Ws; 30 —3v;.... (30 — 60), 
zoodat we dan hebben : 
(30 — bv) (30 — 67) J 48 = 5 X 7 (30 + 30 — 60) 
(80 — bv) (10 — 2) + 48 —= 7 (30 — 30) 
300 — 110v + 100? +48 = 210 — 21lv 
10v? — 89 + 138 =0 
v? — 8,9 J- 13,8 == 0 
waaruit» = 4,45 + yv (4,45°—13,8) = 4,45 + 2,45 =6,9 en 2, 
De waarde v == 8,9 vervalt, omdat de jongste persoon dan 
30 —6 Xx 6,9 = — 11,4 jaar oud zou zijn, wat onmogelijk is. 
Dus is v = 2 en zijn de 7 personen dus respectievelijk 
30, 28, 26, 24, 22, 20 en 18 jaar oud. 
v.p. WaL & Versoren; H.& R., J. Witteveen, 
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1278. Hen vat met een inhoud van 300 L. is gevuld met 
jenever van 50°/,. Men tapt er zeker aantal liters uit 
en vult het aan met water. Daarna tapt men er 13 
liters meer uit dan den eersten keer en vult het weer 
aan met water. Nu is de jenever in het vat van 440/ 
Hoeveel liters heeft men den eersten keer afgetapt ? 
(De contractie bij het vermengen van alcohol en water 
moet niet in rekening gebracht worden.) 
(H. B.S. 1894.) 


Oplossing. 
In het vat zijn 300 L, waarbij 150 L. jenever. 
xv L. gaan er uit —= 5e L. jenever. 


Op 300 L, heeft men nu (150 5 #) L, jenever, dus jenever 
van (50 — : Ren 
Gaan er (rs +13) L, uit, dan wordt er (50 — 50) % van 


(50 — 2) (« +13) 


(wv +18) L. uitgenomen, dat is bommen L. en blij- 
(BO — £ 2) (e +18) 
ven er dus over: (150 — 5 z) L, — il OO Ran Tien 


15000 — 50z — (50 — : ©) (w + 13) 
Dn L. jenever op 300 L. 
15000 — 50r — (50 — 5 v) (w + 13) 
300 Ean 


15000 — 50 — 650 — A LH : o* == 13200 





dus op 100 L.: 


ls — 97 xJ 1150 =0 


6 
n° — 587z J 6900 = 0 
v—=t575 of +12. 
De eerste waarde voldoet niet. Alzoo heeft men den eersten 
keer 12 L. afgetapt, J. B, BAKKER, 
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: _ B (log 0,45697)* 
1279. Bereken door logarithmen : — 500007 
(Ex. Wisk. Ned.-Indië 1895.) 

Oplossing. 


B (log 0,45697) 8 
Stel den gegeven vorm EA Gt dan is, daar 





log 0,45697 — 0,6598817 — 1 = — 0,3401123, 
(— 0,3401123)* 0,3401123% 
nt ef ET EN 
0,00075 0,0007° 


log (— 4) = 5 log 0,3401123 — 5 log 0,007 


= 2 (0,5816223 — 1) — P (0,8450980 — 4) 
— 42193705 — 5 — (0,3690196 — 1) 


== — 0,7806295 + 0,6309804 —= — 0,1496491 
= 0,85035089 — 1 
dus — x= 0,708518 en z == — 0,708518. 
De gegeven vorm is dus — — 0,708518. 


v. D. War & VERrBORGH. 


1280. Ontbind in factoren van den eersten graad: 
3 (x3 — 1)? J- 4873 J 141. 
(Ex. Wisk. Ned.-Indië 1895 ) 
Oplossing 
3 (23 — 1)? J- 487? J 141 = 3 (et — 2? +1) J 4823 } 141 
== 30t 4203 J- 144 = 3 (ot H 144? 48 
= 8 (23 8) (z? H+ 6) = 

=3(r +2) (2? — art) (er JB 6) (4? — er 6 J P36). 

Thans moeten nog alleen x? — 2e J- 4enz? —zP6+ B36 
worden ontbonden in factoren van den eersten graad. 

Stellen we #? — 2e +40 en laten de wortels dezer ver- 
gelijking z, en z, zijn, dan heeft men (z — z,) (2 — 27) =0. 
Lossen we verder z op uit #? — 2 J 40, dan vinden we 
mgm=ldv—-3enr=l—d. 

Dus #2 — Wa 4=(lel vv) (e- 1 41’ —3). 

Op dezelfde wijze handelen we met 2? — rB6 + 736. 
We vinden dan, dat deze vorm == 
lela B) ktile (tar) ret 

De Vriend der Wiskunde. XL 16 
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De gegeven veelterm is dus, ontbonden in factoren van 
den eersten graad, = 
3 (wa tB6)e lv) (rl 3) X 
x la (Bir 3)eel je — (Essen 
Rives Webs 
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1. Bereken de waarde van 


19 

65 HIB KHR 1e wort (7: AI — 4E 
15018 

0,2 X 1,5625 X 15,428571 ;p Zee 


2 en 3 geplaatst onder no. 1307 en 1308, blz. 244. 
Stelkunde (1Ì/, uur). 

1, 2 en 3 geplaatst onder no. 1309, 1310 en 1311, blz. 244, 
Meetkunde (2 uur). 

1, 2 en 3 geplaatst onder no. 1312, 1313 en 1314, blz. 244, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" December 1896 franco 


1301. 


1302. 


1303. 


15304. 


1305. 


1306. 


bij den Redacteur A. J. vaN BREEN fe Arnhem 
__ worden ingewacht. 


Als men den teller eener breuk met 7 vermindert, 


wordt de waarde der breuk ú Vermindert men den 


noemer met 16, dan wordt de breuk ==. Welke is 


de bedoelde breuk? (Hoofdacte Amsterdam 1896.) 
Bereken de som der getallen beneden 10000, die deel- 
baar zijn door 6, 8 en 10, maar bij deeling door 13 
eene rest 8 overlaten. (Hoofdacte Amsterdam 1896.) 
Eene kist, in den vorm van een rechthoekig parallelo- 
pipedum, heeft 8 HL inhoud. De lengte, breedte en 
diepte binnenwerks verhouden zich als 6: 5 : 4, Bereken 
op 1 mM?, nauwkeurig de bodemoppervlakte. De be- 
werking volledig inleveren. 

(Hoofdacte Amsterdam 1896, gewijzigd.) 


Als een koopman 5 of, inmeet, wint hij nog 11 °/, 


Hoeveel °/, wint hij, zoo hij 15 °/, inmeet, doch de 
prijs 10 °/, is gestegen ? 

Een handelaar verkoopt twee partijen koren tegen den- 
zelfden prijs per HL, samen voor f 303,75, waardoor 


hij op de eerste partij 5 van den inkoop, op de tweede 


8 0/, van den inkoop wint. Voor de eerste partij, die 
5 HL. grooter is dan de tweede, heeft hij f 25 meer 
betaald dan voor deze. Bereken de grootte der partijen. 


: Ad 
A en B kunnen samen een werk verrichten in 67 week , 


B en C samen in E week. Indien zij het werk met hun 


drieën verrichten, ontvangt B f 45 van de f 154,50, 
die er aau verdiend worden. In hoeveel tijd kan B 
alleen het werk‘afmaken? (Hoofdacte Amsterdam 1896.) 


1307. 


1308. 


1309. 
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Uit A vertrekt een voetganger met een snelheid van 


5 KM. per uur naar B, terwijl 1 uur 12 minuten later 


een wielrijder uit B naar A vertrekt met cene snelheid 


van Di KM. per uur. Op het oogenblik, dat zij elkaar 


1 
voorbij gaan, heeft de wielrijder een 35 maal grooteren 


afstand afgelegd dan de voetganger. Op welken afstand 
ligt A van B? (Beredeneerd op te lossen zonder van 
stelkunst gebruik te maken.) | 

In de nitdrukking 1 a b603c stellen de letters a, b en c 
cijfers voor. Bepaal deze cijfers zóó, dat het getal 
deelbaar wordt door 1584. 

Herleid : 


Vv [(2H3) (45) B4) WBD) +5 (5 - 275) 


1310 


LL 


1312. 


1813. 


1814. 


Los z op uit de vergelijking : 

0,0734® 198 2 — 089752 
Gegeven de vierkantsvergelijking z? +34 4=0. Telt 
men bij het eerste lid #? + bz Jc op, dan ontstaat 
een vergelijking, waarvan de wortels tweemaal zoo groot 
zijn als die van de oorspronkelijke. Telt men daaren- 
tegen bij het eerste lid op z? J- pe + q, dan ontstaat 
een nieuwe vergelijking , waarvan de wortels 2 grooter 
zijn dan die van de gegevene. Bepaal b,ec,‚p eng 
zonder de vierkantsvergelijkingen op te lossen. 
Wanneer men in driehoek ABC, waarvan de zijden zijn: 
AB =28, AC=17 en BO =25eM op het verlengde 
van AB door het punt A heen het punt D, en op de 
zijde BC het punt E neemt, zoodanig, dat BD — 51 en 
BE = 20 cM, is, vraagt men naar de lengte van de lijn DE. 
Hoe groot is de straal van een cirkelsector, als de mid- 
delpuntshoek is 36° en de zijde van een ingeschreven 
vierkant = a is? 
Buiten een cirkel, welke straal is V eenheden, ligt een 
punt P, dat a eenheden van het middelpunt verwijderd 
is. Men vraagt door P eene snijlijn PBC te trekken, 
zoodanig dat de koorde BC het grootste stuk is van de 
geheele sniĳlijn PC in de uiterste en middelste reden 


1815. 


1816. 


1317. 


1318. 


1319. 


1320. 


841. 
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verdeeld. [De constructie af te leiden uit eene alge- 
braïsche oplossing |. 
Als A, B, C en D 4 gegeven punten zijn, vraagt men 
de meetkundige plaats van het punt P, waarvoor A PAB 
even groot is als A PCD. 
(Versluys, Meth Opl. Mtk. Vrgst. S 63, 3.) (*) 
Met een gegeven straal een cirkelomtrek te beschrij ven, 
die een gegeven cirkelomtrek middendoor deelt en een 
koorde van gegeven lengte afsnijdt van een gegeven 
rechte lijn. (Versluys, Meth. S 63, 7.) (*) 
Op een gegeven rechte lijn een punt te bopalen, het- 
welk de eigenschap bezit, dat de raaklijnen, uit dit 
punt aan een gegeven cirkelomtrek getrokken, elkaar 
snijden onder een gegeven hoek. 
(Versluys, Meth. $ 63, 8.) (*) 
Bewijs, dat het oppervlak van een scherphoekigen 
A ABC gelijk is aan het halve product van den straal 
van zijn omgeschreven cirkel M en den omtrek van 
zijn hoogte A DEF. W. Meiser. 
Als men door een der snijpunten van twee elkaar snij- 
dende cirkels gemeenschappelijke snijlijnen en door hare 
uiteinden raaklijnen aan de cirkels trekt, ontstaan er 
driehoeken , die de snijĳlijnen tot basis en de er bij be- 
hoorende raaklijnen tot opstaande zijden hebben. Wat 
weet ge van de tophoeken dezer driehoeken ? 

Bewijs de identiteit : 

[a — DW — 012 HIG — oe — a)}* + [(e—a)(a—)}" 
—= (a? Hb? He? — ab — ac — be)?. 
INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 

waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
Als gegeven is, dat G == abc, al is, bewijs dan, 
dat de som van alle deelers van G gelijk is aan 
RTT ct eld ak 
EN alb tine UE on 1 El | 
als a, b, c en d „ondeelbare" getallen zijn. 
(R. van WAGENINGEN Pz, Vragen en Opg. Th. d. Rek I 
8 10, 28). Hek 





342. 


345. 


344. 


345. 


346. 


344. 


348. 


349. 


350. 
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Voor welke waarden van x is de vorm 
xv: Dn rd 2 

positief en voor welke waarden van «x is hij negatief ? 
(J. Versuuys, Algebr. Vraagst. 3e stukje, blz. 64, no. 38.) 

J. HuIsMAN. 
Men vraagt de som te vinden van „ termen der reeks 
AH-4,3 4-7, 9 +10, 2713, 81 H16,...… 
(Benrrerm & Nisennuvis, Rek. Vraagst., 3e Verz. 2e 
stukje, no. 148.) J_ HuIsMAN. 
Een driehoek te construeeren als gegeven zijn de top- 
hoek, de bissectrix van den tophoek en de mediaan van 
de basis. 
Kan men een trapezium construeeren, als daarvan ge- 
geven zijn: het verschil der niet-evenwijdige zijden, een 
diagonaal en de hoeken, welke deze met de opstaande 
zijden vormt? Zoo ja, hoe? Boeve Weens, 
Beschrijft men door de uiteinden van eene zijde eens 
driehoeks en ’t middelpunt van een der aangeschreven 
cirkels een cirkelomtrek, dan moet die omtrek door het 
middelpunt van een der andere aangeschreven cirkels gaan. 
Bewijs dat. 
(Wisserink , III, S 21, 29. GE 
Men beschrijft bij een driehoek de n- en aangeschreven 
cirkels. Bewijs, dat de drie cirkels, beschreven door 
t middelpunt des ingeschreven en de middelpunten van 
twee aangeschreven cirkels even groot zijn. 
(Idem, III, S 21, 34. Cas 
In een gegeven cirkel een vierhoek te beschrijven, waar- 
van elke zijde door een gegeven punt gaat. 
(PererseN , 200 ) J. C. Murrer. 
In een gegeven cirkel een driehoek te beschrijven , zoo- 
dat elke zijde door een gegeven punt gaat. J.C. Murrer. 
(PerersEN, 201.) (Poor, Compl. der Meetk. S 100, no. 2.) 
Gegeven van A ABC de drie zijden AB —=c, BO —=a, 
AC =b. Verder een punt P binnen den driehoek, ter- 
wijl AP=p en BP =g. Gevraagd CP. 

J. C Morren. 
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De zwaartelijnen van een driehoek. 


Bewijs, dat de medianen van een driehoek elkaar in één 
punt snijden. 


Om tot dat bewijs te komen, toon ik 
eerst aan de eigenschap : 

Trekt men uit 2 hoekp. A en B van 
een A ABC rechten AE en BD, die de 
overstaande zijden zoo verdeelen, dat 
AD: DC = BE: EC, dan ligt ’t snijpunt 
dier rechten op de mediaan uit C. 

Bewijs: Volgens een bekende eigenschap deelt de rechte, 
die het snijpunt der diagonalen met het snijpunt der opstaande 
zijden van een trapezium verbindt, de evenwijdige zijden mid- 
dendoor. 

Nu is ADEB een trapezium, O het snijpunt der diag. en C 
het snijp. der opst. zijden, dus CO is de mediaan uit C. 

Ander bewijs. Zij O ’t snijpunt van AE en BD; CO snijdt 
AB in F. Volgens het theorema van Cerva is 


EB DC RAR 1 
EC “DA “FB 
en daar EB:EC—=DA:DC is FA=—FB of FA ZBF, 


dus CF is de mediaan uit C. 
Uit ’t voorgaande volgt nu, dat (voor AD : DC = BE: EC = 
1:1) de medianen in elken driehoek door één punt gaan. 


Ook omgekeerd kan men bewijzen , dat de rechten AE en 
BD, door een punt O van de mediaan CF getrokken, de 
zijden BC en AC in evenredige stukken verdeelen. 

Bewijs: Was de verhouding AD:DC niet gelijk BE: EC, 
dan kon men op AC een punt H nemen, zoo dat AH: HC = 
BE:EC Was dan ’t snijpunt van AE en BH O'’, dan moest 
volgens ’t voorafgaande O’ op CF' liggen. AE en CF zouden 
dan de punten O en O' gemeen hebben, wat niet mogelijk is. 


De verhouding FO: OC kan bepaald worden, als 
BE:EC =AD:DC =p:g gegeven is. 
Laat uit O de loodlijnen OD’, OE’ en OF op de zijden neer. 
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Nu is: A AFC = A BFC 
A AFO=z= A BFO 
af 
ASAOUT=RARDOD 
dus AC x OD’ = BC Xx OE 
Len 
LOE =arbzei= Je ee eld 
of OD’: OE =a:b En | (1) 
Verder A ABD: A CBD =p :g 
en A AOD: A COD =p: gq 
dus A ABO: A CBO =p:g 
en AB x OF’: BO x OE =p: 4 
dus OF’: or —=Ê:? EA NE 
c “a 


Uit (1) en (2) leidt men af: 
OE: OF’: OD =f:Ê: 4, 
ac b 


Stel OE =2 xd, OF =ex®, OD =exd 


6 b 
dan is, als I het oppervlak van A ABC voorstelt : 
21 
% dj vee bof ve 
ge J pe + 9 Dg 
dus OF’ = DD Is nu h, de hoogtelijn uit C, dan is 
OF’: h, —=OF:CF en A ER 
C Cc C 
dus p:(p + 2q) = OF: CF 
en ook OE: CO =pr2g er at ee 
2qI 
OD == EE JE Es É 
NER 2 en OD’: h, OD: BD 
of OD: BD =g: (p + 29) 
en dus COEN BAE 4) 
evenzoo OE:AO'=g:(p4g) | 


Uit (3) en (4) volgt, dat de medianen (p:qg= 1: 1) elkaar 
verdeelen in de verhouding 1:2. 

Uit ’t bovenstaande leidt men verder gemakkelijk af, in 
welke verhouding een mediaan verdeeld wordt door de hoogte- 
lijn, de bissectrix, de symmediaan uit een ander hoekpunt 
getrokken. 
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Ook kan men op dezelfde wijze handelen voor een rechte 
uit A getrokken buiten den drieh., b.v. de buitenbissectrix. 
Is E het snijpunt van de buitenbissectrix van A met het 
verlengde van BC, en O dat met het verlengde van CF, dan is 
BE:EC =ec:b 
en men zal vinden OB: OC :=ie: 2D. 
Die buitenbissectrix loopt dus evenwijdig met de mediaan 


CF, als c == 2b is. 
A. A, Moru v. SANTBERGEN. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


335. Een driehoek ABC te construeeren, waarvan gegeven 
zijn de loodlijn AD op de zijde BC (h), de straal van 


den ingeschreven cirkel (p) en de halve omtrek (a + b + c). 
PerersEN, Meth. & Theor. 112. C. K. 
| Oplossing. 
Zij A ABC de gevraagde A , waarin 
BOS am AG bren ABC 
Gegeven zijn de omtrek —= a +b + c= 28, 
de straal van den ingeschreven cirkel — 
en de hoogtelijn AD op BC =h 
2 
Inh. A ABO = JBC XAD = rs, dus BO=a= 
a a 
De basis BU = a is dus de 4de evenredige tot Jh, 2r en s 


en derhalve te construeeren. 

De ingeschreven cirkel N raakt de zijden BC, AB en AC 
respectievelijk in de punten O,Q en P. 

QB PC —= a, dus AQ —= AP == (2s— 20): 2=8— a 
(Zie o.a. VAN Breen, Merkw. punten en lijnen in den vl. A.) 
dus te construeeren. 

De aangeschreven cirkel van A ABC, die zijde a raakt, 
raakt de verlengden van de zijden AB en AC van A ABC 
respectievelijk in de punten R en T. Alsdan is 

EA id 
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We hebben nu de volgende constructie : 

Pas op eene lijn AR —=es eene lijn AQ = s—a af. Richt 
in het punt Q op de lijn AR eene loodlijn QN = o op, be- 
schrijf uit N als middelpunt met » tot straal eenen cirkel, 
Richt in het punt R op de lijn AR eene loodlijn op en ver- 
leng AN totdat ze genoemde loodlijn in een punt W snijdt, 
Beschrijf vervolgens uit W als middelpunt met WR tot straal 
eenen cirkel en trek uit A eene raaklijn AP aan cirkel N, 
die verlengd tevens raaklijn aan cirkel W zal zijn. 

Trek ten slotte eene gemeenschappelijke inwendige raaklijn 
aan de cirkels N en We, dan zijn de snijpunten dier raaklijn en 
der verlengden van AQ en AP de 2 andere hoekpunten van 
den gevraagden driehoek. Trekken we de andere gemeen 
schappelijke inwendige raaklijn, dan verkrijgt meneen A, die 
congruent is met den reeds geconstrueerden A. 

B, A, Timmer; J.C. Murrer; vn. War & VERBORGH 


336. Van een A ABC zijn de zijden a, b en c gegeven. Met 
de bisseetrices AD =m, BE ==» en CF =p beschrijft 
men een tweeden A MNP. Men vraagt nu den inhoud 
van A MNP in de zijden van A ABC, d.i. in a, b 
en c uit te drukken. OC m0 


Oplossing. 


In A MNP, die de bissectricees AD, BE en CF van A ABC 
tot zijden heeft, zijn NP —= AD = m, MP = BE = # en 
NM = CF ==p, zoodat, als 2s=md-nd-p is, | 

Inh. A MNP == vs (s — m) (s — n) (s—p). .- . (1) 


EV [2 mn? + map? H n2p?) — (mt Ant J- p*) 
Alsin AABC BC = a, bm AB 20 4 


is Dr die W abs (s—ec) == Nn. 
KCH 7 E 
2 
D= Ee Ee —C) = 
A De vbes(s—a) =m en CF = rare Ni ERG ol 
Substitueert men nu deze waarden van m, „en p in de 


Ed, 


formule (1), waarin s = —- is, dan vindt men dat 
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Inh. AMNP = 


b 
ZED et Gr vo [2 abe? (aHb)* (ate)! Bte)? x 


(be—a)(ate—b)+ 2abtelatby- (ate) (bte)? (bHe—a)(adb—e) + 
F2 a?be (ab)? (ate)? (oH-C)* (ade —b) (ad-b—e) — 
—btet(atb)t(ad-e)i(bHe—a)? —ate(atb)(bHe) Hate —b)2— 
— a? b? (ade)t (bH-e)* (a+b—e)? | 


v.D. War & VerBorauH; J.C Murrer 


337. Welke geheele pos waarden van rx en y voldoen aan 
de volgende vergelijkingen : 


y Or — 1 4e 3y —2 
ZD 





a) w6 za 
210 y 
5) 6° — 16.8, 
Oplossing. 
4) y 6v—l Ax Sy —2 
6 ii 
6x —1 Ov —1 
4e 3y —2 
of 2 À 28 4 A ch f 


Daar de exponenten geheel en positief moeten zijn, zijn alle 
exponenten geheele getallen en moet het aantal factoren 2 
en 3 in beide leden overeenstemmen. Dus 


el —_ 1 
en it en ee zy. Sel 




















Uit (1) volgt je en uit (1) en (2) 4x = 3y — 2 
dn y= EE, zo Ee En 
1622 —1074-3 =0 
rde + og =0, waaruit 
=O Many pt EET 


zoodat geen geheele positieve waarden van rx en y voldoen. 
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b) 2x — 10 y 
6° Gn 
of 2x — 10 2 — 10 2 y 
22 Rae OE 
dus g2r — 10 _ 32 en ger — 10 __ op 
Je — 10 =2Q y=2r—i0 
vb y=i2—10=2 


welke waarden voldoen 
J.C. Murrer; v.p. War & VERBORGH; ZERO. 


340. Onder alle vierhoeken, die een zelfden hoek hebben, 
en waarin de som der zijden om den overstaanden hoek 
standvastig is, heeft die het grootste oppervlak waarin 
die twee zijden evengroot zijn. 

(Rovoní & Der CoumBeRroussE.) C. v. p. Boscn. 
Oplossing. 

Dit vraagstuk is, dunkt mij, eene zeer eenvoudige toepas- 
sing der bekende stelling : 

Als van eenige driehoeken de bases en omtrekken constant 
zijn, heeft die driehoek de grootste oppervlakte, waarin de 
opstaande zijden gelijk zijn. 

Hoe nu ook de twee zijden om den gemeenschappelijken 
hoek genomen worden, steeds zal de oppervlakte van den 
vierhoek grooter gemaakt kunnen worden, als de zijden om 
den overstaanden hoek niet gelijk zijn. Het oppervlak van 
den vierhoek bestaat uit twee driehoeken, waarvan van den 
eenen driehoek een hoek bekend is. 

De zijden om den hoek blijven nog te bepalen. 

Nadat deze bepaald zijn, trekt men de diagonaal. Op deze 
diagonaal wordt nu de tweede driehoek beschreven. Deze 
moet ook zoo groot mogelijk zijn, daar anders het oppervlak 
van den vierhoek niet maximum is. De basis en de som der 
opstaande zijden zijn constant. De zijden moeten dus gelijk zijn. 

J. C. Murrer. 


BIBLIOGRAPHIE. 
J. VersLuys, Leerboek der Rekenkunde. Eerste deel. Tiende druk. 
Amsterdam, 1896, A Versluys . . . IRE ee 
Deze Sr is Siebren dan de voorafende, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 12811300. 


1281. Zijn in A ABC de binnen- en buitenbissectrices van 
LA gelijk en / B> / C, bewijs dan, dat 


10, ee 1352 — JA. 
20, (b? —c?)? za? (6° J-C°). 
30, 2Ra=b? —c*. 


Meetkundige bewijzen. A.A. MoLL VAN SANTBERGEN. 
Oplossing. 


Als in een A ABC de beide bissectrices van / A gelijk 
zijn en b >) c dan is 


„LO=tbe A. 


20. a? (b2 Hc?) = (b2 — C°)? 
30, 2RXaz=b? —c*. 


Bewijs van 1°, In 
fig. 1 zijn AL en AL 
de bissectrices van / A 
dus AL Jl AL’ en 


ALL =C Le 5 Á. 
Uit AL = AL’ volgt 
LALL'=45°=0+5 A 


dus LO=45r ZA 





‘ 1 
ae ODE 
en B==135 5 


Fig. 4. 
Bewijs van 20, Uit AL == AL! volgt 


FE v bes (s — 4) = EV bels) 0) 


of Vo O He} —a| zb orfet 0 c)? 
2 (42 —c?)? zat |(b — 0) J(b + 0): | == 24% (b° ziede) 


dus a? (6? de?) == (b? —e?)*. 
De Vriend der Wiskunde. XL. 17 
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Meetkundig bewijs 
van 20, (Zie fig. 1 
Zij AABC de A, waar- 
in de bissectrices AL 
en AL’ gelijk zijn. Be- 
schrijf uit A als mid- 
delpunt met AC als 
straal een cirkel. Trek 
CC … BC.  Verbindt 
C’ met A en B, CB 
snijdt den cirkel in C°. 





Nu is 
| LC'AC =2C =90°—A, 
Fig. 4. dus / C/'AB —= 900, 


ABCC! is een koordenvierhoek, dus / BAC —= / BCC, 
waaruit volgt bg CC" = 2 bg CF. 

De AA ABC en ABC" zijn nu congruent, dus BO’ = BC = a 
en CB =y (C'A? + AB?) == rv (b° +c?). 

Is F’ het 2de snijpunt van AB met den cirkel, dan is 

BC’ x BC! = BF’ x BF 
of av (b? He?) =(b—e) (b +e) 
at (bh? He?) =(b? —e?)*. 


Nog anders. (Zie fig. 2.) 
Beschrijf uit A als middelpunt 
een cirkel met AB als straal. 
Deze cirkel snijdt AC in E en 
E en CB in B. 

ZLABB=—=/ ABB == 180° — 

(135° —j A) 450 HA 





Fig. 2. 
en LO=450 SA, dus ZL BAC = 900 
en CB =1v (CA? + AB?) = ry (0? + c2). 
Verder is CB x CB' = CE x CE' | 


av (0? He?) =(b —e)(b He) 
ar (b2 Hc?) = (4? — C2)?, 
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Bewijs van 3°, Trekt men in fig. 1 AE//BC en is het 
snijpunt van AE en BC’ het punt M, dan is dit het middel- 
punt van den omgeschreven cirkel van A ABC. 

De straal R=3 BO == zr Jc?) 
dus volgens 20. a X 2R —=(b? —c?). 


Opmerkingen. 1. Daar het middelpunt van den omgeschre- 
ven cirkel van A ABC (fig. 1) evenver van de basis ligt als 
de top A, zal het hoogtepunt van A ABC op denzelfden af- 
stand van BC liggen, maar aan tegenovergestelden kant als 
M; dus het hoogtepunt is symmetrisch met A ten opzichte 
van BC. 

2. Daar het middelpunt van den 9-puntscirkel den afstand 
van middelpunt omg. cirkel tot hoogtepunt middendoor deelt, 
zoo volgt uit opm. 1, dat het middelpunt van den 9-punts- 
cirkel op de basis ligt. 


3. Omgekeerd, wanneer gegeven is C == 450 2; A of 


ar (b?2 Hc?) =(b? —e?)? of 2aR=(b? —Cc?), kan men be- 
wijzen, dat de beide bissectrices van / A gelijk zijn. 
4 Trigonometrisch heeft men: Zijn de bissectrices van / A 
in A ABC gelijk, dan i is tg Btg C = — 1 en omgekeerd. 
A. A. Morr v. SANTBERGEN,. 


1282. In een cirkel, welks straal — # is, is een vierhoek 
beschreven , waarvan twee overstaande zijden bogen van 
60° en 90° onderspannen. Indien de verlengden dezer 
zijden elkander onder een hoek van 30° snijden , hoe 
lang zijn dan de zijden en de diagonalen van dien vier- 
hoek en hoe groot is zijn oppervlak ? 

(Berx, N. Verz. II, bl. 56, no. 56.) Eeer. 


Oplossing. 


Laat ABCD de vierhoek zijn, waarvan AB een boog van 
60° en CD een van 90° onderspant; verleng AB en DC, zoo- 
dat / BEC — 30° en bg BC <{bgAD is, dan is vooreerst 
AB =r en DO ==ry’2 bekend. Verder is 
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5 (bg AD + bg BO) =— 1809 — 750 — 105° 


5 (be AD — bg BO) = / BEC hk 
waardoor bg AD = 1350 en bg BO = 75° 
dus bg ABC == 600 + 750 = 1350 


Deelt men bg CD in G midden- 
door en trekt men GA, GB, GC 
en GD, dan is GD == GC == 

zijde reg. achth. =r 1 (2 —1v/2). 
| | Nu is 

AC? == AG? — GC =drt rt (2-2) =rt (24-12) 
of AC =r yv (2-1 2)=AD. 

Door BG te trekken is A ABG rechth. , waardoor 

BG? = AG? — AB? z4r? —r? =38r?, dus Bh = 108. 

Om BQ te vinden, beschouwt men ABCG als een ingeschr. 
vierhoek. 

AG x BC J AB x CG == AC + BG (Stell. v. ProLeMeus) 
waarin ‘AG == 2, AB=r, CG Sr (21/2), 

ACz=ryv(2trv2), Bh=r3; 
door substitutie dezer waarden vindt men: 
2r XBC=rr8xr veder Xr (2 — U) 


of BO = jr (GH (22) 





=irv BH? 6) 


Eindelijk wordt de diagonaal BD gevonden door de stelling 
van ProLeMeus op vierh. ABCD toe te passen, waarvan alle 
zijden en de diag. AC bekend zijn. 

AC x BD = AB Xx CD + AD x BCG 
of BD Xr (2 J-1v2)—= 


rv (2dwe)xgr 6432) (2 2) + ry2 


v(Q--1/2) X | v (6312) —v (2-12) [422 


BD = ES 
es 2 (22) 
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had v(6+3r2)—-rv(2—r2) vv? 
Ts 2 Ty (2 41/2) 
= 5 r iv (6432) Hv (2-12) —; rv (82/2426). 


Om den Inhoud van vierh. ABCD te berekenen, maken wij 
gebruik van de formule 
Vr (s—a)(s — 5) (s — ec) (s — d) 


EU (— ae) (abeped) (atb) (aHbhed) 
zi |t adt XJ HD — (e—2)2| 
err | la (6-H31 2) — v (22) + 22) — 

4 (U (241/2)—A)* X 
X [AAH 2)! (16HI 2) (2 DJ 2) | | 
of na de noodige uitwerking en vereenvoudiging: 


ir rv (13 J/2 J 73 + 516) 


rte BR UB HG) Eerz. 
Anders. 


Opp. vierh. ABCD == opp. A ABC + opp. A ACD 
_ AB.AC.BC , AC.AD.CD 


Ar 4r 
_AC(AB. BC + AD.CD) 
Ar 
A. GD». B. 
Anders. 


Volgens eene bekende formule is 7 == En ‚ waarin f, g en 


h de diagonalen van den koordenvierhoek voorstellen, dus 
ar 
Tr 


Twee diagonalen AC = f en BD =g zijn bekend. De dia- 
gonaal Ah zal men krijgen, als men BC zoo plaatst, dat Bin 
het punt A valt en C op den cirkel. DC is dan de 3de dia- 
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gonaal, dus koorde van een boog van 210° of 150°, Berekent 
men de koorde van den boog van 150°, zoo vindt men: 


h=rV2d-yv3 


en dus 4I=r? (2412) (8 H 22 J 26) (24-13) 


en I= 


nl pa Dl 


re V18 4273 H- 6. 
J. C. Murrer. 
1283. Van een trapezium ABCD zijn de diagonalen AC —= 37 
en BD =1/1105, de afstand OE van haar snijpunt O 
ï 5 1 on 
tot de basis AB is Ti en AE = ag Bereken de zij- 


den van dit trapezium. 
(Eerr, N. Verz. II, bl. 51, no. 23.) EereR. 
Oplossing. 
Trek CH en DL l AB. Vooreerst is 
AO* =AE: + OE? = 490000 , 57606 __ 547600 





33? BR ane 
A0 19 
waaruit AO = 33 S 225 dus ROG og: 


2. AAOEm A ACH, dus 
AO:AC=—=0E: CH, waaruit CH —= 37 Xx De 4 Ban ld 
3. Hierdoor is AH = (AC? —CH?)=—= 1 (13869 —144) — 35. 
Trekken wij nu CK //DB, dan is CK =1/” 1105 en 

HK = (1105 — 144) = v 961 = 831 

waardoor AB +CD = AK = 66. 

4. AAOBmx DOC, waaruit 

VE MIT LO LS EEND 

AB DOSA0E me : zg 20:18. 

Hieruit volgt AB == 40, CD —= 26. 
5. HB=AB—AH=40—35=5 


en BO = rv (122 + 52) = 13. 
6. AL=AB—BH—LH=40—5—26=9, 
waardoor AD == (122 4-92) = 15. J. C, Ecer. 


Vergelijk hiermee no. XLIX in „De Vriend der Wiskunde” 
III (1888), bl. 43, 
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1284. Op elk der zijden van een geliĳjkzijdigen A een punt 
te bepalen, zoodanig dat de A ‚die deze 3 punten 
tot hoekpunten heeft, gelijkzijdig en zoo klein mogelijk zij. 


Oplossing. 


In de eerste plaats bepalen we op elk 
der zijden van den geliĳjkz. A ABC een 
punt zóó, dat de A, die deze 3 punten 
tot hoekpunten heeft, gelijkzijdig zij. 

Constructie: Neem op AC een wille- 
keurig punt D, op AB een stuk BE — AD 

en op BC een stuk CF —=AD. Verbind D,E en F, dan zal 
A DEF gelijkzijdig zijn. 

Bewijs: AC=AB==BC en volgens constructie AD=BE=ZCH, 
dus AC — AD = AB —BE == BC — CF of CD = AE = BF. 

Verder is / A=/B=/C==600, 

De AA ADE, BEF en CDF hebben dus 2 zijden met den 
ingesloten hoek gelijk, waaruit hun congruentie volgt, waaruit 
weder: DE = EF —= DF. 


In de tweede plaats zullen we onderzoeken, hoe de punten 
D, E en F geplaatst moeten worden, opdat A DEF minimum zij. 
Zal aan deze voorwaarde voldaan worden, dan moeten de 
congruente AA ADE, BEF en CDF maximum zijn. 
Nu weten we b.v. van A ADE, dat 
AD JAE=BE + AE == AB is. 
Ook heeft men : 
AD AE AD x AE 
A ADE = zg X pg X A ABO = Er 
Daar nu AB? en A ABC standvastige grootheden zijn, 
hangt de grootte van A ADE alleen af van AD x AE Hier- 
uit volgt, dat AD en AE zoodanig genomen moeten worden, 
dat haar product maximum zij, onder beding, dat haar som 
constant (== AB) blijve. Dit is dan het geval, als AD = AE = 


x A ABO. 


1 
> AB is, waardoor haar product eid AB? wordt. Immers, 


was AD (ZAB, En ZAB—s, dan was AE — SAB 2 
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1 


en haar product (BAB —=)(5 AB he) =| AB? — x3, 


dus kleiner dan AB? 


Maar als AD —= AE is, dan is ook BE == AE en ligt E op 
het midden van AB. Zoo zullen ook D en F' de middens zijn 
van AC en BC. 

Het resultaat van ons onderzoek is dus, dat de gevraagde 
punten de middens moeten zijn van de zijden van den ge- 
geven A. R. v. W. Pz. 


Tweede oplossing. 


Zij A ABC de gegeven gelijkzijdige A. 

Als men de zijden AB, BC en CA respec- 

tievelijk in de punten D,E en F in de- 

zelfde reden verdeelt en deze punten onder- 

ling verbindt, dan is A DEF gelijkzijdig. 

Het oppervlak van A DEF zal minimum 

zijn, als zijne zijde minimum is, omdat het oppervlak alleen 
van de grootte der zijde afhangt. Zij AB —=a, stel DE —=z 
en AD=BE=CHF==g, dan is BD = CE == AF —=a—g. 
Trek DG | BO, danisin A BDG / G == 90° en / BDG —= 309, 


zoodat BG == : BD = za —y)en DE? == BD*+BE? —2BE. BG 


of 2 (a) Hy 23 (0 y)=at + 3y? — Jay 


33 
of 3y? — Jay Ja? —2?—=0 of y° —ay + E ION 
: a a? ee a, 1 
waaruit 4 zE (2 3 =z Eg (4e a°). 








Voor 4x? La’ of z ) 5 is 1’ 3 (4e? — a?) alleen positief, 


waaruit volgt ,-dat 5 de kleinste waarde van z en y =3 de 


minimum waarde van y is. Het oppervlak van A DEF zal 
dus minimum zijn, als D,E en F de middens der zijden van 
A ABC zijn. 

A. G. po. B.; v. Do. War & VerBoRGn, 
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Anders. 


De inhoud van den te construeeren A zal minimum zijn, 
als zijne zijde minimum is. 

Nu is de zijde bij een geliĳjkzijdigen A tegelijk met den 
omtrek minimum. En volgens eene bekende stelling is bij 
iederen A de voetpunten A de A , die in den eersten be- 
schreven is en wiens omtrek minimum is. 

Daar de voetpunten der hoogtelijnen op het midden der 
zijden liggen, zoo heeft men slechts de zijden middendoor te 
deelen. J. C. Murrer. 


1285, Van een A kent men de oppervlakte, den omtrek en 
den tophoek. Construeer dien A. 


Oplossing. 

Zij opp. A —=a?, omtrek =2s, dan is de straal van den 
ing. cirkel » == Ee == te construeeren. Men kan nu in den 
gegeven tophoek met » als straal een cirkel construeeren ‚ die 
de beenen aanraakt. Daartoe trekke men de tophoekbissectrix, 
omdat daarin het middelpunt van den ingeschreven cirkel ligt, 
en in den hoek op een afstand == # eene rechte | aan een 
der beenen van den top/, dan is het snijpunt dezer evenwijdige 
rechte met de bissectrix het middelpunt van den ing. cirkel. 
Van uit het hoekpunt van den top/ neme men nu op een 
been een stuk == s, richtte in zijn uiteinde eene loodlijn op, 
die de bissectrix snijdt, dan is dit snijpunt het middelpunt 
van den aangeschreven cirkel aan de basis, welke de loodlijn 
tot straal heeft en dus to beschrijven is. Aan dezen aange- 
schreven cirkel en aan den ingeschreven cirkel kan men nu 
de 2 inwendige raaklijnen construeeren ‚ waardoor er 2 AA 
ontstaan, welke aan de vraag voldoen. Ingeval de in- en 
aangeschreven cirkels elkaar raken, dan is er maar 1 inwendige 
raaklijn en ook maar 1 A. De A is dan geliĳjkbeenig. 

A.G.p.B.; J.C. Murrer; W.C. R.; vo. W.& V. 
Anders. 

Zij A ABC de gevr. A ; construeer daarin den ing. cirkel 

M, waarvan r=a*:s (zie boven), die AB in D, BC in E 
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en AC in F raakt, dan is omtrek A ABC —= 2 (AD + BE + CE) 
en BC = BE + CE = Ë omtrek — AD, waarin AD bekend is, 
als rechthoekszijde in den rechth. A MDA, waarin 

LMAD =5 top/ A, MD =r en / D= 90° is. 


Hierdoor is BC ook bekend, zoodat het vrgstk. teruggebracht 
is tot het construeeren van een A ABC, waarvan de basis 
BC, de tophoek A en de straal van den ing. cirkel  ge- 
geven zijn. Construeer den omg. cirkel om A ABC, deel 
top/ A middendoor, dan gaat deze bissectrix door M en het 
midden D van bg BO. Trek BD en BM, dan is BD — DM. 

7 DBC = Je DAC 
‚MBC =/ ABM 
DBC + / MBC == / DAC + / ABM 


DBM —=/ BAM +4 / ABM =/ BMD. 

Men heeft nu de volgende constructie. 

Construeer op de gevonden basis BC als koorde een cirkel- 
segment, dat den geg. top/ A bevat en trek dien cirkelboog 
door tot een heelen cirkel. Deel bg BC in D middendoor. 
Beschrijf uit D als middelpunt met BD als straal een cirkel- 
boog, dan is deze bg. de meetkundige plaats der middelpunten 
der ingeschreven cirkels. Richt op BC eene loodlijn = r op 
en trek door haar uiteinde eene rechte // BC, dan zal deze 
met den cirkelboog (bovengenoemde meetk. pl} 2 punten, 1 
punt of geen punt gemeen hebben. 

Heeft zij er 2 punten mee gemeen, dan zijn er 2 middel- 
punten en ook 2 cirkels met 7 te beschrijven, waaraan uit B 
en C raaklijnen te trekken zijn, die elkaar in A ontmoeten. 
Er voldoen dan 2 AA aan de vraag. Heeft zij er 1 punt 
mee gemeen, dan is er maar 1 cirkel en ook maar 1 A, die 
gelijkbeenig is. Heeft zij er geen punt mee gemeen, dan vol- 
doet er geen A en is de constructie onmogelijk. 

v.D W. & V.; J. Wrirreveen. 
Anders. 

We vonden de basis BC; omdat de inhoud ook bekend is, 

wordt daarmee ook de hoogte van den A bekend. Beschrijf 
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nu op de basis een cirkelsegment, dat den gegeven top/ A 
bevat, richt op de basis eene loodlijn — de hoogte op, trek 
door haar uiteinde eene rechte // BC, dan zal deze den bg 
v. %t cirkelsegment in 2 punten snijden, of in Î punt raken 
of er geen punt mee gemeen hebben. Er voldoen dan 2, 1 
of geen AA. Hv Z. 


1286. In A ABC is / A= 60°; de hoeken B en C worden 
middendoor gedeeld. Bewijs, dat de stukken van de 
deellijnen tusschen haar snijpunt en de zijden AC en 
AB gelijk zijn. 

(Ex. Wisk. L. O. 1895.) 


Oplossing. 
Zij in A ABC / A = 60°, BD bissectrix van Z B, CE die 
van Z C en I haar snijpunt, dan is 
L BIER ==} (B+C) =60°=/ A, 


dus / DIE — 120° — Supplt. v. / A, zoodat vierhoek ADIE 
een koordenvierhoek is, waarin de diagonaal Al de bissectrix 
is van Z A, dus is bg DI == bg El en koorde DI == koorde EI. 
J.C. Murren; W.C.R.; B. A. Timmer; 
v.D. WaL & V.; A. G.p. B. 


Trekt men in vierhoek ADIE de diagonaal DE, dan is 
DEI = / EDI = 30°, dus A IDE is gelijkbeenig, derh. 
DI = EI. Cr. BARNEVELD. 


Tweede oplossing. 


Het snijpunt 1 der bissectrices BD en CE is het middelpunt 
van den ingeschreven cirkel, dus zijn de loodlijnen IG op AC 
en IH op AB aan elkaar gelijk, als stralen van den ing. 
cirkel. Nu is als buiten/ van A BEC 


1 1 1 1 


en als buitenhoek van A BDC is / GDI =} B+C 


dus is L HEI = / GDI 
ook is „EHI == / DGI == 90° 
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en IH —= IG (straal ing. cirkel) 
dus is AEHI2 A DGI 
derh. TESSLD| 


v.p. W.&V.; H.&R.; J. Wirreveen; R. v. W. Pz. 
Derde oplossing. 


Men heeft / EID == 120° en / EAD == 60°, dus 
ZL EID +/ EAD = 180° 
en LAEI+-/ ADI = 180° 
LA AEL: TA ADI AE „EI: AD. Diese) 
ZL BAI=/ DAI == 30° 
TAAEI:ITAIADI= AE. AI: AD,AI .... (2) 
Uit (1) en (2) volgt: 
AE.EI: AD.DI=AE: AD 
waaruit EI == DI. v.D. W.&V. 


LRIB= ;(BHC)—=60°—/ A dus A EIB A ABD 


dus | Bl: MI SSABS AD eer enn (1) 
In A BCD is CI bissectrix van / C, 

dus BL: DISS BO GDI EG En eeN (2) 
In NAFABC is FABSAD SBO OD et te Hea (8) 

dus BI: EI==AB:AD=BC:CD=BI: DI 

derh. EI —= DI. 


1287. De lijnen, uit het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel eens driehoeks naar de hoekpunten getrokken, 
staan loodrecht op de zijden van den driehoek, gevormd 
door de lijnen, die de voetpunten der hoogtelijnen 
verbinden. 

(Ex. Wisk. L. O. 1895.) 


Oplossing. 

Zij in AABC AA’ 1 BC, BB _L AC en CCL AB, dan 
zijn A, B’ en C' de voetpunten der 3 hoogtelijnen en is 
AABC' de voetpunten of hoogte A. Zij M het middelpunt 
van den omg. cirkel van A ABC. Trek MA, MB en MC. 
Omdat de zijden van A A/BC' van A ABC 3 AA afsnijden, 
die onderling en met A ABC zijn (zie: VAN BrEEN, Merkw. 
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punten en lijnen in den vl. A) is / BC’A’=/ C en / BA'C? 
—=4Z A. Verleng A'C door C' tot den cirkelomtrek in P en 
door A’ tot den cirkelomtrek in Q, dan is 
LQCB=g ACB=/ ACB 
1 1 

of 5 (bg AP + bg BQ) m0 bg (AP + bg BP) 
dus beBQ == bg BP, 
zoodat B het midden is van bg PBQ. Maar dan deelt MB 
ook PQ 1 middendoor, das MB | PQ 1 AC’. 

Evenzoo bewijst men MC 1 A’B' en MA | BC’. 

Zij E het snijpunt van MC met AB 


Men heeft OB A= ATABC 
NMC == 2£ ABG 
dus Ae OB JRACM 909 ="/ ABO 


en LABC=/ CBE == ABC 
eee Opt. 
BCE / CBE == 90° , 

dus is in A BCE ook / BEC == 90°, d.i. MC LBA’, 

Evenzoo MB | AC’ en MA 1 BC’. 

Cu. BarNEveLD; B. A. Timmer; J.C. Morren. 
Tweede oplossing. 

We onderscheiden drie gevallen: 10. de gegeven A is 
scherphoekig ; 2°. hij is rechthoekig en 3°. hij is stomphoekig. 

Eerste geval. Onderstelde: Van A ABC zijn alle hoeken 
scherp, is O het middelpunt van den omgeschreven cirkel en 
zijn D, E en F de voetpunten der hoogtelijnen. 

Gestelde: AO 1 DE, BO 1 EF en CO _L DF. 

Bewijs: Daar ZL ADB =/ AFB ==90°, gaat de cirkel op 
AB als middellijn door A, B, F en D, zoodat ABFD in dien 
cirkel een ingeschreven vierhoek is. Hieruit volgt, dat / ABC 
het supplement van / ADF is. Laatstgenoemde £ heeft ook 
ZL CDF tot supplement, derhalve / CDF —= 4 ABC. | 

Uit de gelijkheid der lijnen AO, BO en CO volgt 
ACO == GAO;YZ ABO==/Z BAO en / BOO = / CBO. 

De som dezer 6 hoeken — 2R, dus 

Z ACO J(Z ABO + Z CBO) of LZ ACO +24 ABC =R 


of L ACO HL CDF =R. 
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Zij nu S het snijpunt van CO en DF, dan Sn 
ZL CSD =2R — (L ACO + 4 CDF) = 
Derhalve CO 1 DE. Op dezelfde manier h men : 
AO t DE en BO Ll EF. 


Tweede geval. Is de gegeven A rechthoekig in C b.v., 
dan ligt O op het midden der hypotenusa AB, terwijl C en 
E de voetpunten der hoogtelijnen AC, BC en CE zijn. In 
dit geval is er dus geen sprake van een hoogte-driehoek, hij 
is overgegaan in eene rechte lijn en wel in de hoogtelijn CE 
uit het hoekpunt van den rechten / C op de schuine zijde 
AB neergelaten. 

De lijnen AO en BO staan loodrecht op CE, de lijn, die 
de hoogtepunten verbindt en met 2 der zijden samenvalt, 
maar men heeft niet CO L op de derde zijde, dewijl deze in 
het punt C is overgegaan. 


Derde geval. Is de A stomphoekig in C, dan ligt O buiten 
den gegeven A en de voetpunten der hoogtelijnen AF en BD 
op de verlengden van BC en AC. Zoodoende valt ook het 
hoogtepunt P buiten den driehoek. Verlengt men BO tot zij 
den cirkel in R ontmoet en trekt men CR, dan is / BCR = 
90° en derhalve RC // AD 

Hieruit volgt: 4 ACR =/Z CAD. 

Verder heeft men: £ ACO =/ CAOen 4 BCO = / CBO. 

De som dezer 4 hoeken — 180° + 2 4 BAO, waaruit volgt: 
(LACO + ZBCO) — BAO == 90° of LACB — Z BAO == 90°. 

Ook is Z ACB — Z ACR == 90°, dus 

LSBAO TM CACR SVROAD: 
Op dezelfde wijze als bij het eerste geval toont men aan: 
L.P =Z BEF =/ AES. 
Voorts heeft men LE PL4 CAD = O0 


dus ook Js AEP JL BAO =— 000 
Van A AES is dus de som van twee hoeken — 900 en 
hieruit volgt Z ASE —= 900 of AO | FE. 
Op overeenkomstige manier bewijst men: 
BO L DE en OC | DF. R. v. W. Pz. 
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1288. AOB is een cirkelkwadrant; indien men in het door 
AB afgesneden segment eene koorde Qg // AB trekt en 
men verlengt haar, totdat zij den straal OA in R en 
OB in r ontmoet, dan is QR? + Qr? = AB? 

(Ex. Wisk. L. O. 1895.) 
Oplossing. 
Omdat Rr | AB is A ORr geliĳjkbeenig, dus OR == Or. 


l 


Zij OC L Rr, dan is C het midden van Rr, dus RC = rC. 
Trek OQ (= OA == OB) dan is 
in A OQR OQ? == OR? + QR? —2QR.RC 


in AORr OQ? =Or? +Qr2 —2Qr.r 
OQ* + OQ! = (OR! } 075) + (QR 4 77) — Rr (QR-+Q7) 


(OA + OB’) = = Rr? d(QR? + Qr*) — Rr° 
AB? = QR? + Qr?, 
Tweede oplossing. 
Stel AO =p en RA =g, dan is RO =p +g. 
Daar A ROr gelijkbeenig is, is 
OQ? = OR? —RQ.Qr 

dns RQ. Qr = OR?—0Q? =p? H2pg tg? —p? = 2pgtg? (1) 

Daar A ROr gelijkbeenig-rechthoekig is, is 

Rr=ROv2=(p Jg) 2 








dus RQ +Qr= (pg) 2 
RQ? + 2RQ.Qr + Qr? =p? + 4pg + 29° 
volgens (1) is 2RQ.Qr De 4pg + 2q? 
dus _RQ? + Qr* =p =AB. zi 


Opmerking, Trekt men de koorde Qg aan den anderen 
kant van AB, zij valt dan geheel binnen dez cirkel, waartoe 
het kwadrant No: behoort, denegaat de eigenschap ook door. 

Noemen we weer AO =p en AR =g, dan is RO =p—g. 

Daar A ROr geliĳkbeenig is, is 

OQ? =QR" + Qr QR 
dus Qr . QR=OQ?—OR?= pt —(p?—2Wpgtq°)=2pg—g* (2) 
Daar A ROr gelijkbeenig-rechthoekig is, is 
Rr=ROVv2=(p ge 


En 
À 
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dus Qr—-QR=(p 2 
Qr: —2Qr. QR A QR° = 2? — Apg + 29° 
volgens(2)is __ 2Qr.QR == __4wg—2g' 
Ge Qr? QR pi AB 


Gaat Qg door ’t middelpunt, dan vallen R en rin O, 
zoodat QR=Qr =p is. 

QR? + Qr? is dan ook = 2p° = AB°. 

Gaat Qg over in eene raaklijn, dan vallen Q en g samen; 
ARQO en ArQO zijn dan geliĳjkbeenig-rechthoekig, dus 
ORO rs OOS: 

QR? + Qr? is dan ook —= 2? —= AB*. 

We kunnen de eigenschap dus algemeener uitdrukken : 

Trekt men door een punt Q van een) cirkelomtrek eene koorde 
of. raaklijn, welke twee loodrecht op elkaar staande middel- 
lijnen resp. in R en r onder hoeken van 45° snijdt, dan is 
QR* + Qr? gelijk aan ’t vierkant, dat in dien cirkel kan 
worden beschreven. | W.C. RB. 


1289. Construeer een geliĳkzijdigen A , die even groot is als 
een gegeven stomphoekigen A. t- 
Oplossing. 

Zij A ABC 
de geg. stomph. 
A Construeer 
op AB als zijde 
de geliĳjkz A 
ABD, trek CE 
|| AB tot zij 
BD in E ont- 
moet. Trek AB, 





dan is 


sel ABC =IA ABE 
TA ABD: IK AB AR. 5 AB. BE == BD : BE. 
Construeer op BD als middelijn den halven cirkel, richt in 
E eene loodlijn op, die den omtrek in F ontmoet , trek BF 
dan is BF de zijde van den gevr. gelijkz. A BFG, daar 
TA ABD:IA BFG =BD?:BF? =BD?:BD. BE 
=BD :BE =IAABD:I A ABE 
dus TABFG=IA ABE =IA ABC. DE 
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1290. Als men de beenen van een gelijkbeenigen rechthoe- 
kigen A verlengt door den top met een stuk gelijk 
aan het verschil tusschen de basis en een been, ont- 
staat er een /\ , waarvan de omtrek gelijk is aan de 
basis van den gegeven A. Bewijs dit. 

Oplossing. 

Zij in A ABC /C == 90° Verleng BC en AC door C 
met CD —=CE=AB—AC, trek DE, dan is A CDE de 
rechth. geliĳjkb. A, waarvan de omtrek —= AB. Men heeft nu 

AB == AC\v?2, 
CD =AB—AC=(v2—1) AC 
DE = CD 1/2 = (2 — 1/2) AC en 
omtr. ACDE = 2 AU am AC +(2—1/2) AC = ACH 2 == AB. 


1291. Los op: 
(z? + 6) ER be 
(Wisk, L. O. 1895.) 
Oplossing. 

Voor v (9 — 41/5) kan men schrijven: 1/5 — 2en2—1v5. 
In de gegeven vergelijking wordt echter de negatieve wortel 
bedoeld , zoodat vr (9 — 45) =D — 2 genomen moet wor- 
den. Men vindt dan: 

(w2 +6) 25 — 1lz (1/5 — 2) = 40 J 322, 
2x? 5 H- 125 — (115 — 22) == 40 HJ 32, 
(5 —3) a? — (ly 5 — 22) — (40— 125) = 0, 

11/5 — 22 40 — 125 


of dvb —4)r—drb=0, waaruit 
_ 4 EN DAD 5)= 4 td 














ER 2 Ane 
4/5 21—81 5 4_yvb Atyb 
de n= VEE ti) EK 
== vj. ALLE IÍNZENDERS. 





Opmerking. Werd gevraagd , op te lossen 
(wm? +6) 25 HIer (9 — 45) =40 H 32°, 
___dan zou men langs denzelfden weg hebben gevonden; 
v,——t ene, =rvö. R. v. W. Pz, 
De Vriend der Wiskunde. XL. 18 


à 
À = 
Kk pen" 


1292, Herleid: 





Za“ b %, 67 & hy 
Vv as Vi abt 
(Wisk. L. O. 1895.) 
Oplossing. 
3 -_Ê 5 Q -3 EAS Ì zi 
Vorm == ra° bho en À va! De zy watb Ay? 
Dm A te LE ee ee 
Mibe Saw We Ze 0P DA NE IS OEP EE 
23e rt ab 
Ed ND a y Ee z 
Tar 


B. A. Timmer; J. C. Murver; J. WrItTEvEeN. 


Tweede oplossing. 








PE bk en beet Ae bbh 
Vorm = er AE LER ee rn 
x SVD 6 3 x 652 b 3 Db 
B a be 
= 
ey 
A.G.p.B.; R. v. W. Pz.; J. B. BAKKER; 
v.D, WaL & V.; Cr, BARNEVELD. 
Derde oplossing. 
5 À a 
kine 3 att OLD 3 2ipt 
Vr Vv a peo Vr 


pt 6 al po, eure zl 6 12,18 8 a-bS 
Vv Ben v B Eee 
Cr. BARNEVELD. 
1293. Tot vorming van een kapitaal wordt gedurende 15 jaren 
aan het begin van elk jaar f 1000 gestort. Dit moet 
met de rente à 5 pet. aan het einde van elk der eerst- 
volgende 20 jaren in gelijke sommen worden uitge- 
keerd. Hoe groot is de jaarlijksche uitkeering ? 
(Wisk, L. O, 1895.) 
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Oplossing. 
De eerste _ f1000 groeit in 15 jaren aan tot 1,05! 5 x f 1000. 
De volgende f1000 „ „14 „ „ „1,054 x f 1000, 
enz enz. 


De som van al deze kapitalen met hunne interesten bedraagt 
1,0515 x f 1000 + 1,05!% x f 1000 +... + 1,05 X f 1000. 
Noemen we dit aantal guldens S, dan is 
S= 1,05 x 1000 x 200 TE — 21000 X (1,0515 — 1). 

Keert men bij het einde van elk der eerstvolgende 20 jaren 
fx uit, dan is het aantal guldens bij het einde van het 16e 
jaar nog 1,05 XS — 4, bij het einde van het 17e jaar nog 

1,05% Xx S — (@ + 1,05). 

Zoo voortgaande, vindt men, dat het aantal guldens bij 

het einde van het 35e jaar nog bedraagt 
1,0520 S — (@ + 1,052 + 1,052 J,.., 1,051) 


of 1,052 8 —p La =1,0520 8 — 20 (1,052° — 1). 
| 1,05 — 1 


1,0520 S 

20 (1,0520— 1)? 
21000x(1,0515—1)x1,0520  1050(1,0515 — 1)X1,0520 

of De AA PAAR en ne 

20 (1,0520 — 1) 1,0520 — 1 

Met behulp van logarithmen vindt men # —= 1818,10. 

De jaarlijksche uitkeering is derhalve f 1818,10. 
v. D. War & V.: J. B. Bakker; R. v. W. Pz. 


Dit moet. —= 0 zijn, dus x= 


Tweede oplossing. 


De som van de contante waarden der 15 stortingen moet 
gelijk zijn aan die van de contante waarden der 20 uitkeeringen. 
Men stort direct f 1000; na 1 jaar weer f 1000, waarvan 








de contante waarde is rie De cont. waarde der 3e storting 
___1000 
is 105z’ enz. 
De som dier contante waarden is de som der reeks 
1000 1000 1000 __ 1000 _ 1,05!5 — 1 
Bee HOGr HOE 10514 Tek0B1 4 SCT 051" 


De eerste uitkeering heeft plaats na 16 jaren. Noemen we 


212 


. Hij . 
haar rx, dan is hare cont‚ waarde Tote Van de 2e uit- 
3 
L 
keering is de cont. waarde ———. enz. 
5 1,05 17° 
De som dier contante waarden is de som der reeks 


Bea zr x z r 1,052 0 
Loste * 10507 Tt roste Heros 1,0535 * 1,051 
We hebben dus: 
2 4,0520—1 __ 1000 1,0515 —1 
Obee 05 oe mb SO 
1000 x 1,052! (1,0515 — 1) — 
at TOE 1818,17. 
AGD AB WE 


waaruit volgt: # = 


DA erleids Ee 
vi0d-yv8—yv6 


(Surn. Dir. Bel, enz. 1895 ) 


Oplossing. 
Deelt men teller en noemer der breuk door 12, kan komt er 
Vig 
Vv 2—-y3 
Vö—2v3 geeft 
12 45 2154 B 6 WEA 15 — 8 
43 —2 B 23 —1 
Vermenigvuldigt men teller en noemer der laatste breuk met 
2/3 H1, zoo krijgt men Em Madd En rn Ven 
Nu is 1073 =|/300 —=17,3205081 8,6458300 
A5 = en — 8,9442719 11 


Hiervan teller en noemer vermenigvuldigd met 








— OGO 


6 +315 = rise E7 6189500 
(10v/3 H- 41/5) — (31/15 + 6) == 5,6458300. 

W.C.R.; vp. W.& V.; Cu, Be J.C. Murrer; 
H&R; A. d D. B; J. ni Rv. W. Pz; B. A, Tramer. 


1295. Iemand, oud 40 jaar, sluit een contract met eene levens- 
verzekering-maatschappij, dat bij zijn overlijden aan 
zijne erven f 10420 zal worden uitgekeerd. Hij be- 
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taalt hiervoor terstond f 1596 en verder na verloop van 
ieder jaar f 216. Als de maatschappij in staat is voor 
de kapitalen , die zij beheert, 3 °/, rente uit te keeren, 
op hoeveel jaren stelt zij dan den vermoedelijken levens- 
duur van dien veertigjarige ? 

(K M. A. 1895.) 


Oplossing. 


De contante waarde der uitkeering is de som van de con- 
tante waarden der premiën. Rekent men, dat de man nog 
v jaar heeft te leven, dan is de cont. waarde der uitkeering 
10420 


1,03° 
afloop van een jaar, f 216. De cont. waarden dezer sommen zijn 
216 216 216 216 
1596, —, tene Te 
) 1,03 ’ 1,082 ’ 1,03° 1,03 
De som daarvan is 
216 1 
TON ee 2 
1596 J- Oe = 8796 — Zen 4 
1 1,03° 





Hij betaalt terstond / 1596 en nog x keer, telkens na 














1 

1,03 
10420 __ nog — 7200 
1,03° 1,03% 


Nn « _ 17620 
dus 8796 x 1,03 == 17620 en 1,03” = 8796 


__ 0,30172 __ 
Do log 1,03 49 zee. 
Op ’t eind van het 23e jaar zijn de sommen, welke de 
maatschappij in handen heeft, aangegroeid tot 
1596 x 1,0323 +- 216 x 1,032? 216 Xx 1,032! ,... + 216 = 


216 Xx ‚oee (1 Kes ) 


1223 
—=1596X1,0322+ ER 


8 1,03 
=— 8796 X 1,0322— 7200 == 10160. 
t Kapitaal bedraagt dan f 10160 en de maatschappij moet 


We hebben dus: 
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uitkeeren f 10420. Zij zal dus in den loop van het 24e jaar 
nog f 260 rente denken te maken. 

J 10160 brengt tegen 38°, in 1 jaar f 304,80 rente op. 
260 
304,8 

De maatschappij rekent dus, dat de man nog 23,85302 jaar 
heeft te leven, en stelt zijn vermoedelijken levensduur dus op 
63,85302 jaar. WOR: 





f 260 rente wordt dus opgebracht in jaar = 0,85302 jaar- 


1296. Van eene rekenkundige reeks is het verschil 3, de 
laatste term 62 en de som 670. Men vraagt het aantal 
termen en den eersten term te bepalen ; vervolgens de 
som te vinden van de termen der nieuwe reeks, die 
men verkrijgt door tusschen elke twee opeenvolgende 
termen drie termen te interpoleeren. 

(K. M, A. 1895.) 


Oplossing. 
Zij de eerste term — a en het aantal termen == #, dan is 
at(n—1)3 =62...(l) en (a 62) X jn =610… (2) 


Uit (1) volgt: a = 65 — 3n. Substitueert men deze waarde 
in (2),-dan vindt men 


(65 — Bn + 62) X_n = 670 


2 

of 127n — 3n? == 1340 
of Sn? — 127 J 1340 =0, 

À 5 ka” € 
EN 127 4-1 (127 12 x 1340) u aal, 

6 3 
Es a 
En en 127 ee 12 x 1340) — 20. 
Daar het aantal termen niet gebroken kan zijn, is alleen 

n == 20 bestaanbaar. Brengt mon „== 20 in (Ll) over, dan - 


wordt a — 5. Na de interpolatie zijn er 20 +19 x 3 = 77 
termen, waarvan de som 77 (5 + 62): 2 == 257 95 bedraagt, 


ÄLLE INZENDERS. 
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1297. Twee kuben verschillen 279 eM3. in inhoud. Als ieder - 
der twee lichamen 13 cM3. grooter was, zouden hun 
ribben 3 eM verschillen. Bereken de inhouden der be- 
doelde kuben. 

(Veeartsenijschool 1895.) 
Oplossing. 

Als ieder der twee lichamen 13 eM? grooter was, zouden 
ze nog 279 cM? in inhoud verschillen. 

Stel nu, dat de ribbe van den kubus, die 13 cM* grooter 
is dan de grootste der twee, z cM. is, dan is die van den 
anderen kubus (w -— 3) cM. 

We krijgen dan achtereenvolgens #% — (wv — 3)? = 279, 
waaruit z.—3r—28—=0 
| e= enr==4, 

De negatieve wortel moet evenwel worden verwaarloosd , 
zoodat we vinden: # = 7, zoodat 

inhoud grootste kubus —= (7% — 13) eM? — 330 cM5 

en inhoud kleinste kubus = (4% — 13) eM3 = 51 eM?. 

ALLE INZENDERS, 


1298. Los # en y op uit de twee vergelijkingen : 
2 212 
GEE) EA, EE en #°y Jay? = 20, 


(edy ey ledytag) 9 
(Veeartsenijschool 1895.) 


Oplossing. 
Uit de eerste vergelijking kunnen we achtereenvolgens afleiden 
(ey)? deg? (ag) Hegt Al 
(eFgy—ay) (etgytag) (edp) ty 9! 
9 (edy)? + Iz?y? = 41 (ady)? — 4122? 





of 5022y2 = 32 (wv 44)? 
| 16 À 4 
en — y= et)’, dus y=zey). Beer GE 
Voor de tweede vergelijking kan men schrijven 
(ady)ay =20 oes eee ee (2) 


Uit (1) en (2) volgt: 5 (ey)? == 20 
of (ad-y)? = 25, dus ay...» (3) 
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Uit (3) volgt: yz=i—rofyg=—de, 
Door deze waarden van y in (2) te substitueeren, krijgt men 
10. 5 (Seve?) =20 of 5e? — 2e J 20 =0, 


waaruit Pd en e= ds 
20, —5(—ör—r?) = 20 of 52? Hr — 200, 
; EE lee es lane 
waaruit z, = tg räl ont, = grt. 


Uit (3) kunnen we nu gemakkelijk het volgende vaststellen : 
Is z=l, dan is y =4, 
„=d, „ „y=Î, 


{ral As Ed 
sg räl, dan is y= ijzrel, 


last had! 
k =p rtl NN y=trgvel. 
WirORie IR: rev 
1299. Verdrijf de wortelteekens uit den noemer van den vol- 


genden vorm en schrijf den teller zoo eenvoudig mogelijk 
8 


d 


Tete AN ols RT Ol ners hete 
5 V (815-610) 
(Adelborst 1895.) 


Oplossing. 
Daar Vv (sr, — 6-10) z 45 — iva is, heeft men 
d 8 
EREN Vanunttoe gn ve oo) tE 
nsV(sij—eio) jens HATE 


Vermenigvuldigt men teller en noemer der laatste breuk 
met 37/2 +815, dan komt er 
M-2 J 245 3 


of 


2502 Tok sr Bk9) 


ÄLLE INZENDERS. 
1300. Als Ditte een ondeelbaar getal voorstelt, kan men 
met behulp van passer en liniaal regelmatige veelhoe- 


ken van 2" +1 zijden construeren. (Gauss.) Als nu 
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in een cirkel de zijden van de ingeschreven regelmatige 
3-, 5- en 17-hoeken geconstrueerd zijn, vraagt men 
die der ingeschreven regelmatige 51- en 85-hoeken te 
bepalen, 

Oplossing. 

Constructie. Zij in cirkel M koorde AB == de zijde van 
den ingeschreven regelm. 3-hoek. Trek de koorden AC = CD = 
de zijde van den ingeschreven regelm. 5-hoek, en langs den- 
zelfden kant gaande, AE = EF—= FG = GH —= HI KH 
== de zijde van den ingeschreven regelm. 17-hoek, dan zullen 
de koorden, die de bogen BK en DL onderspannen, respectie: 
velijk de zijder zijn der ingeschreven regelm. 51- en 85-hoeken. 


Bewijs. AB onderspant 3 van den eirkelomtrek, terwijl 


AE, EF, FG, GH, HI en IK daarvan samen Le onderspan- 


nen. Koorde BK onderspant dus En — : =S Ee van den cirkel- 


omtrek en is derhalve de zijde van den ingeschreven regelm. 
51-hoek. 


AC en CD onderspannen samen 5 van den cirkelomtrek , 


en AE, EF, PG, GH, HI, IK en KL samen 


Koorde DL onderspant bijgevolg Al iz van den cir- 
kelomtrek en is mitsdien de zijde van den ingeschreven regelm. 
85-hoek. R v. W‚ Pz 

Tweede oplossing. 

De zijde van den ing. reg. 5Sl-hoek zal bekend zijn, als er 
2 breuken gevonden zijn, wier noemers 3 en 17 zijn en wier 
verschil ee is. Men kan dan van een bepaald punt af op den 
eirkelomtrek zooveel maal de zijde van den ing. reg. A als 
koorde uitzetten, als de teller der breuk aangeeft en zooveel 
maal de zijde van den ing. reg. 17-hoek, als de teller der 
breuk met den noemer 17 aanduidt, 


1 : 
De bg. tusschen de eindpunten is dan zi ver den cirkel- 
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omtrek, bijgevolg is zijn koorde de zijde van den ing. reg. 
Sl-hoek. Men moet nu de volgende onbepaalde vergelijking 
van den eersten graad oplossen. 
x y 1 
Stel 3 Ee 17 Zn Bi 
of 17a — 3y = 1 
Ziele on Od n83 oer 
zoodat Bratt ecn en Te 
Men moet dus van een bepaald punt af 2 maal de zijde 
van den A en Íl maal de zijde van den 17-hoek uitzetten 


om de zijde van den ing. reg. 5l-hoek te bekomen. 


waaruit men vindt 
Oe aen 1 





Men heeft ook De En waaruit 
ITE EEN bes == Ten Ú=0 
of 17x —3y =l LA 





zoodat men ook 1 maal de zijde van den A en 6 maal de 
zijde van den 17-hoek als koorde kan uitzetten, om de zijde 
van den 5l-hoek te bekomen. 

Op dezelfde wijze vindt men de zijde van den 85-hoek. 


Eine DV ele waaruit «® Yy _ Ì | waaruit 
DIT Te lee 8 Rf den BD eg 
1x —5y == 1 y= 10 oe — 1, =1 Vent 








zoodat men de zijde van den 5-hoek 3 maal en die van den 
17-hoek 10 maal moet uitzetten, om de zijde van den 85-hoek 
te bekomen. Of de zijde van den S-hoek 2 maal en die van 
den 17-hoek 7 maal. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 

der Opgaven 1281—1300 zijn ingezonden door: 
J. B. Bakker, 1287—93, 95—98, 
A. G. d. B., 1282, 84—98. 
Ch. Barneveld, 1281—92, 94-99, 
J. C. Muller, 1281—92, 94—1300. 
W. 0. R., 1281—1300. 
H. & R,‚ 1281, 83, 84, 86, 88—90, 94, 95, 97, 98, 1300. 
B. A. Timmer, 1281, 838—92, 94—1300. 
J. Witteveen, 1281, 838—92, 94— 1300. 
R. v. W. Pz,, 1281—1300, 
V. d. Wal & Verborgh, 1281—1300. 
C. W., 1285. 


279 


Afleiding van eenige algebraïsche identiteiten. 


1. Identiteiten van den vorm 
n n n 
E b Lt md 
Oba eld en (ce — a) (c —b) 
De identiteiten agt =0 (0 


a 
en Erber ed 


zijn gemakkelijk te verifieeren en behoeven ASR en 





bewijs. Ze kunnen ook B worden uit — En —J 5 Dr 0. 


We hebben ee “3 je En kk 





a? — ac b? — be 
G-Da dT E-D0-D 
Uit (2) volgt 
ac be Cà el 
(a — 6) EN no (c—b) 
Opgeteld : 
a? b? 


of Ek 











EDE IED TT 
We hebben verder zadb 
as — dr, 5 -— ns 
3 Ene Ree 
Uit (3) volgt 
a?c bte GET: 
(a — 6) SOD — Mise (ce — 4) (c ir 
Opgeteld 
Gag tete zahdhe . (4) 
Zoo kan men steeds doorgaan en afleiden : 
Eet vote mn (IA + b? FC? Habd-actbe (5) 
DE J-. ed. za + b3 + C3 L abe+ab (ad-5) 


REED rede «  « … « (6) 
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Daar de manier van afleiden dezelfde blijft, is ’t niet moei- 
lijk de algemeene formule op te maken. 
Immers wij hadden 





a—b 

ged tete Te 

ar —b? a— b 

nn ab hi 
a* a — b3 a —b? a—b 


PEN tt 


enz, In ’t algemeen : 








n n—l n—l n—2 n—? 
nd —J- enz. Ee ME C+ 
(a — b) (a —c) En a—d a a—b 
2__bt n—3 ab n—2 
derek a—b Een 


Daar de uitdrukking symmetrisch moet zijn ten opzichte 
van a, b en c,‚ hadden wij ’t tweede lid op dezelfde wijze 
naar de machten van a of b kunnen rangschikken. 

Willen wij de algemeene formule rechtstreeks bewijzen, dan 
bewijzen wij, dat, wanneer zij geldt voor n —= p, zij ook 


waar is voor n —= p J-1. Wij verifieeren dan dat ze geldt 
voor n == 1 of 2, dus geldt ze ook voor alle volgende mach- 
ten. Het bewijs wordt, evenals boven gedaan is, geleverd door 
Pp 
a 


.… te combineeren met 


ENGE ER mm 
bE Pr DE ARD 


TT n a—b 


IL. Uit de identiteiten onder I kunnen vele andere afge- 
leid worden. 
Stelt men in (3) a=b,c,, b=ajc,, C=4,b,, dan ver- 
krijgt men 
Dien 
inr enz=l,..... AE 
GI) ee) | En 
Stelt men hierin weer a, —=b, +c, enz., dan heeft men 
(a, + ba) (do + €) 
AN enz —=1 
(a, — b,) (43 — €) t 
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(8) kan ook afgeleid worden door (1) met ab J- ac + be te 
vermenigvuldigen en er (3) bij op te tellen. 
(3) en (7) gecombineerd, geven nog: 


a? 

Gag =O (9) 
a? + be e 

(a — 5) (a —0) €) + enz. oe rn ns 0 ER . (10) 


(9) kan ook uit (1) en (2) afgeleid worden. Hiertoe ver- 
menigvuldigt men (2) meta Jb + ec en (1) met ab + ac + be, 
waarna men door aftrekking (9) verkrijgt. 


Stelt men in (7) 4, = ae enz. , dan krijgt men: 
EFDA stoma — =(aHb+0)?... (1) 


(a — b) (a —c) 
Op dezelfde wijze vindt men uit (3) 
(b + c)? be vi) | 
(a= blad J enz. Rid ne b + Cc): .… EES 


(3) met a Jb Je vermenigvuldigd en daarna (t) er van 
afgetrokken , geeft 


Ee enn 0 ene OLON 


(a —b) (a —c) 
Uit (4) volgt door a =b,e, enz. te nemen: 
b2e? en 
rent otd oere (14) 
In verband met (5) 
at Je b?c2 hs 
Eh EEE jan abo? (15) 
at — ber 


EO el (16) 


(14) in verband met (12) geeft : 
be (b? + C°) ah : : 
Ged MT ar Jb? Het . (17) 
a3 (b +) 
aant) + enz. —=ab +ac+bce (18) 
Stelt men in (17) a =b,c, enz., dan heeft men: 
at (b? + ct) en 114 A1 Ear 22 
on, — a2b? Ja?e?J-4?e? (19) 
En zoo kan men nog een ontelbaar aantal andere identi- 
teiten afleiden. H. VERKAART, 


Uit 4) en (5): 
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OPGAVEN,. 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Februari 1897 franco 


1821. 


1322, 


1823. 


1324. 


1325. 
1326. 


1327 


bij den Redacteur A.J. VAN BRrREN te Arnhem 
worden ingewacht. 


De som der cijfers van zeker getal is 28, terwijl het 
getal, voorgesteld door de laatste drie cijfers aan de 
rechterhand, 694 is. Wat laat dit getal tot rest bij 
deeling door 24, en wat bij deeling door 36 ? 
(Hoofdacte Den Haag '96.) 

Drie getallen hebben resp. a, b en c cijfers. Hun ge- 
durig produkt deelt men door een getal van d cijfers, 
het quotient verheft men tot de m-de macht, en uit 
deze macht trekt men den #-den wortel. Wat is het 
kleinste en wat het grootste aantal cijfers, waaruit de 
uitkomst kan bestaan ? 


Drie kapitalen staan uit tegen sl A en 5°/, 's jaars, 


Te zamen brengen ze gemiddeld 4,22°/, op, en de 


beide laatste kapitalen samen gemiddeld 1 0!) 's jaars. 


Hoe verhouden zich de kapitalen ? 
(Verg. ond Rotterdam 30 Nov. ’95.) 
Onderzoek , onder welke voorwaarde 

oo PO Len Do 
een volkomen derde macht zal zijn. 
Slee 
32 
Hoeveel kan men hoogstens leenen op 8 stukken Oostenr. 
obligatiën à #. 1000, als do koers is 845 °/, en 20 9), 


surplus wordt geëischt? Hoeveel geld moet later wor- 
den bijgepast, als de koers daalt tot 80 °/, ? 
(Hoofdacte Den Haag '96.) 1 florijn — f 1,20. 
Door een der snijpunten van twee elkaar snijdende eir- 
kels worden twee willekeurige snijlijnen getrokken. Bewijs, _ 
dat de verlengden der koorden door de uiteinden dezer 
snijlijnen in elken cirkel getrokken elkaar onder een 
constanten hoek snijden. 


Bepaal tot op 5 nauwkeurig. 


1328. 


1329. 


1350. 


1831. 


‚1332. 


1333. 


1334. 
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In een cirkel M is een straal MA getrokken en ver- 
lengd met AB = R. Uit B is op eene willekeurige 
raaklijn CD aan den cirkel M de loodlijn BD getrokken 
en A met D vereenigd. Bewijs, dat 

MAD =d ADB: 
Als in A ABC de hoogtelijn AD getrokken en het 
hoogtepunt H met het middelpunt IT van den inge- 
schreven cirkel vereenigd wordt, heeft men, als 7» de 
straal van den ingeschreven cirkel is, 

HI =r2—AH. DH. 
Construeer een trapezium, waarvan eene der |/ zijden 
4 cM. is; een der beenen 5 cM.; terwijl in ’t trapezium 
een cirkel kan beschreven worden, waarvan de straal 
1,5 eM. is. Hoe groot zijn de andere zijden ? 
(H.B.S. 1896.) A.G.p.B.; H. A. v. B. 
In een driehoek worden de drie binnenbissectrices ge- 
trokken en hare voetpunten tot een driehoek verbonden. 
Bereken den inhoud van dezen voetpuntendriehoek, uit- 
gedrukt in de zijden a, ben c van den gegeven driehoek. 
(Eerr, 'N. Verzam. II, bl. 51, no. 22.) EcER. 
Door een punt P, gelegen buiten een cirkel, waarvan 
de straal —= 8 ecM. gegeven is, trekt men eene lijn 
PAB, welke door het middelpunt van den cirkel gaat 
en den cirkel in A en B snijdt. Eene tweede lijn PCD 
snijdt den cirkel volgens eene koorde CD, gelijk aan 
de zijde van den ingeschreven regelmatigen zeshoek. 

Bereken de lengten der koorden AC en BD van den 

cirkel, wanneer nog gegeven is, dat de afstand van 
P tot het middelpunt — 13 cM. is. 
(Breda 1896.) 
Construeer een koordenvierhoek als gegeven zijn, de 
middens van drie zijden, terwijl men hovendien weet, 
dat de klelnste diagonaal door de grootste wordt mid- 
dendoor gedeeld. An Obs Den De 
(Cadet 1896.) 
Construeer een cirkelomtrek, die de omtrekken van 3 
gegeven cirkels middendoor deelt. T 
(VersLuys, Meth, $ 63, 5.) 


1385. 


1336. 


1337. 


1338. 


1239. 


1340. 


931. 
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Van een getal van drie cijfers is de som der cijfers 14. 
Vermindert men het getal met 3 eenheden dan is het 
door 5 en door 14 deelbaar, Welk getal is dit ? 
Welke geheele positieve waarden der onbekenden vol- 
doen aan de vergelijkingen : 

eh 2y J 3e == 14, 2 + 3y + 4 —= 24 

en 3z + 42 + 4{ —= 35. 

(Hers.) 
Oplossen: a®.a?: a° —al® en (tal! 
(Hers) 
Bepaal 3 getallen, waarvan het eene middelevenredig 
is tusschen de beide andere, als de som der 3 getallen 
35 en de som hunner tweede machten 525 is. 
(Eindex. Gymn. Arnhem 1896 ) 
Bereken # uit de vergelijking : 


Gl 


(H B.S 1896) H. A. v. B. 
Twee plaatsen A en B zijn door een spoorweg verbon- 


den, waarvan de lengdte d KM. bedraagt. Een goederen- 
trein vertrekt van Á naar B, « minuten later ver- 
trekt een sneltrein van B naar A. Beide treinen leggen 
met een eenparige snelheid den geheelen weg zonder 
oponthoud af. b minuten nadat zij elkaar gepasseerd 
zijn, komt de goederentrein te B en tegelijk de snel- 
trein te A aan. Hoeveel KM. legt elke trein per minuut 
af ? Na de oplossing stelle men : a=364, b==120, d==195. 
(H. B. S. 1896.) A.G.p.B.; H.A.v. B. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
Deelt men een getal van 3 cijfers door de som van de 
cijfers, dan is het quotient gelijk 4-maal den deeler ; 
plaatst men het cijfer der honderdtallen tusschen de een- 
heden en tientallen, dan vormen de cijfers van dit nieuwe 
getal een gewone rekenkundige reeks; verder staat het 
nieuwe getal tot het gegeven als 13:18. Men vraagt 


het getal te bepalen. 
(Hoofdacte Groningen.) kok ok 


ol 
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352. Men heeft 3 getallen. Vervangt men een zeker cijfer 
van het Iste getal door een, dat 2 hooger is, zoo krijgt 
men het 2de getal. Deelt men alle 3 getallen door een 
zelfde getal, zoo verkrijgt men bij het eerste 121 tot 
quotient en 255 tot rest, bij het tweede 182 tot quotient 
en 127 tot rest en bij het derde 145 tot quotient en 263 
tot rest. Welke zijn de getallen en waardoor is gedeeld ? *** 
(P. J. Bos, Leerb. der Alg. deel II blz. 27 NO. 64). 


Aanteekening bij no. 1241, blz. 181 —183 

Ik heb bemerkt, dat op bl. 183 eene fout is ingeslopen; 
daar staat op regel 6 v. b. imaginair, terwijl er onmeetbaar 
had moeten staan. 

Daar de 4e graads vergel. van bl. 182 éón meetbaren, dus 
reëelen wortel, heeft, moet zij er 2 of 4 hebben, omdat alle 
coëff. reëel zijn, en daar de teekens in de vergel. 4 variatiën 
hebben , bestaat er waarschijnlijkheid , dat alle wortels positief 
zijn. En werkelijk blijkt bij onderzoek, dat een wortel ligt 
tusschen O en —J- 1, nl. 0,324488...., een tusschen 3 en 4, 
nl. 3,571776...., en een tusschen 10 en 11, nl. 10,353719..., 
terwijl 12 de vierde reeds gevonden wortel is. 

De overige 3 zijn echter niet in een eindigen vorm op te 
geven , waarvoor ik onmeetbaar had geschreven, Boer. 


BIBLIOGRAPHIE, 

Dr. P. MorenBroekK, Leerboek der Meetkunde. HEerste deel, 
Planimetrie. Leiden, 1896, A. W. Sythoff . . . f2,40 
C. A. Crkor, 400 Stereometrische Vraagstukken. Tweede, ver- 
meerderde en verbeterde druk. Utrecht, 1896, Kemink & 
Oe rec le iele PJ LE U LOG 
In deze verzameling treft men vele vrgst. aan, welke 
betrekking hebben op de meetk. eigenschappen der figuren. 
D. i. een voordeel, omdat ze stereometrisch leeren zien en 
bij het oplossen vele eigenschappen doen herhalen, zoowel uit 
de stereometrie als uit de planimetrie, dewijl vele stereometrische 
eigenschappen kunnen bewezen worden op de manier, waarin de 
overeenkomstige meetkundige eigenschappen worden bewezen. 

Als repetitieboekje kan het uitstekende diensten bewijzen, 
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S. pr Joxa Jz., Schriftelijke Werkzaamheden voor de Hoofd- 
acte, 1894 en 1895. De rekenvoorstellen zijn van ant- 
nn voorzien . . Ge DLO 

—_— —, Opgaven ter schriftelijke bhertr did opgegeven op 
Ren mend voor Onderwijzer en Onderwijzeres. De reken- 
voorstellen zijn van antwoorden voorzien. 

Eerste Stukje, bevattende de werkzaamh. v‚ d. hulpacte f 0,65 

Tweede „ idem voor de hoofdacte en de wiskunde f 0,65 

Derde „ idem voor de vreemde talen. . ... ‚ f 0,65 
Utrecht, 1895, A. F. Blanche & Co. 

J. Versuurs, Vlakke-Driehoeksmeting met Vraagstukken. 
Achtste B Amsterdam, 1896, A Versluys . . f1,25 

S, pr Gast Jz, Het Salo van Kokonkand Vraagstukken. 
Typen, voorbeelden en opgaven . . vh f 0,75 

H. RAADERSMA LznN., Rekenboek voor Herbälihg salle en de 
Hoogste klasse der Lagere School Eerste stukje. 2de druk /0,15 

‘s-Gravenhage, Joh. Ykema, 1896. 
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Over het eonstrueeren van meetkundige figuren. (Werk- 
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Iets over wederkeerige Bari kien 8 

P. SisBres, Verslag van een mondeling examen Wis- 
kunde L. O. 1895 
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Akte-examen Wiskunde Nederlandsch: Indië, En 1895. 

De vergelijking van den eersten graad met eene onbekende 
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Oplossingen 1201 —1220 ° . 
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Goes, 1896, ’ é é Ô D ' 8 

Oplossingen 1221—1240 . ' eit , 


Blz. 


47 
52 


55 
57 
58 
59 
60 


61 
65 
69 
90 
91 
93 
94 


97 
104 


106 


107 
108 
110 


1 
112 


113 
120 
121 
122 


123 
124 


288 


Bibliographie . : ; ; ; . ; : 


Opgaven 1261—1280 . k 5 . 
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